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Einleitung. 



limine Linie, deren Punkte alle in derselben Ricbtong 
liegen, oder welche fiberall dieselbe Bichlung liat, pflegt 
gerade Linie genannt za werden; was aber Ricbtung sey, 
sacht man vergeblicli zu eifahren. 

Indessen berrscht die Meinung, als lasse die Linie, die 
dem Anscbanenden als Linie der überall gleichui Richtung, 
als gerade Linie bezeichnet wird , eine logische Erldänuig 
nicht zu, als könne diese Linie anders nicht als durch An- 
schauung erkannt werden. 

So sagt Kassier: „Die gerade Linie wird Niemand 
ans irgend einer Erklüiung kennen leraen, and Niemand 
bat es auch nöthig. Aber man kann wohl etwas too ihr 
sagen, was die Aufmerksamkeit leitet, auf das, was sie zn 
einer geraden Linie macht , genauer Acht zu geben. Wenn 
man in A einen Punct, einen Körper, auf dessen Grösse 
man nicht sieht, setzet, so kann sich derselbe von seinem 
Ort nach unzähligen Gegenden bewegen. Sagt man, er soll 
nach B zu gehen, so ist die Gegend bestimmt, nach der 
er gehen soll , und er könnte nach eben der Gegend noch 
über B hinaus nach £ geben. Ginge er von A nach G, so 
ginge er nach der Gegend, die der ersten entgegengesetzt 
ist, und sein Weg AG wsre in Absicht aof AB Terneinend,** 
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„Bei der knunmen Linie aber geht der Pnnct, der sich 
TOD A am bewegt, nicht gleich Dach der Gegend zu, nach 
welcher B in Absicht aal A liegt, sondern nimmt verschie- 
dene ganz andere Wege , deren keiner ihn nach B (Bhren 
würde , wenn er auf demselben verbliebe. Also wird eine 
kmmme Linie von einem Pnncte beschrieben , der sich be- 
stündig Ton der Gegend , nach der er Jetzo gehet , in dem 
nächstfolgenden Augenblicke ablenket, oder seinen Weg 
bestandig ändert" 

„Die Geometer nehmen hiebei ferner an , dass diese 
Aendemng nach dem Gesetze der Stetigkeit geschehe. Der 
Fnnct hat die Bichtong seines Weges von A bis B merklich 
verlndert. Ehe diese Veränderong so gross werden konnte, 
als sie in B ist , mossten alle dazwischen fallende kleinere 
Verindemngen vorkommen. Der Ponct, der eine knimme 
Linie beschreibt, ändert seine Wege nie plötzlich, wie in 
der 3. Figur aus GH in HI, aus HI in IK, sondern anmeric- 
lich, dass sich nicht angeben lässt, um wie viel er in Jedem 
Augenblicke von dem Wege des vorigen Augenblicks ab- 
gewichen ist. So wird tx in der zweiten Figur von CE nicht 
nnmiUelbar in EF gehen, sondern den Knoten EdDeE be- 
sdireiben, der ihn durch unmeriihcfae Aenderungen des Weges 
E in die Bichtnng bringt, aus der er sich da weiter ab- 
lenket in EF rortzugehen. Also unterscheidet sich die 
krumme Linie von der Zusammenfilgung gerader Linien in 
zwei Stücken : 1) dass sich dorten kein gerader Theil be- 
stimmen lässt, wie hier GH, Hl, IKj 2) dass man dorten 
nicht bestimmen kann, wie weit die Bichtnng des beschrei- 
benden Punctes in jedem Augenblicke, von der Bichtnng im 
nächslvorhergehenden unterschieden ist." 

„Weil alle Theile einer geraden Linie AB, BF, (1. F) 
nach einerlei Gegend zu liegen, so findet man in keinem 
Theile etwas, das nicht auch in dem Ganzen zu finden wäre, 
denn das Ganze streckt sich nach eben der Gegend. Nur 
die Grösse unterscheidet den Theil vom Ganzen, und man 
kann also sagen, bei der geraden Linie sey jeder Theil 
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dem Ganzen ähnlich. Der Freih. v. Wolf hat dieses für 
eine Erktärong der geraden Linie angegeben, nnd die Aehn- 
lichkeil in eben dem Umstände gesnchl , den ich angezeigt 
habe. Idi finde nicht, dass ihn dieses in den Stand gesetzt, 
von der geraden Linie etwas neueres oder gründlicheres, 
als man vor ihm wusste, zu sagen. Uebrigens sind solcher- 
gestalt alle geraden Linien einander ähnlich, weil jede ein 
Theil der grossem werden kann; und alle Theile der krum- 
men Linie sind dem Ganzen unähnlich." 

D'AletrUtert bemerkt unter dem Artikel Courbe in der 
math. Abth. der Pariser Eacyclop^die m^tliodiqne folgendes: 

„Courbe est, dit-on, une ligne, dont les differens points 
sont dans differenles directions, ou sont differemment situös 
les uns par rapport aux autres. C'est du moiBS la d6fl- 
aition que donne Chambers apr^s une foule d'auteurs." 

„Courbe, ajoute-t-on, pris ea ce sens, est opposi k 
ligne droite, dont les points sont tons sitn^s de la mime 
mani^re les uns par rapport aux auters." 

„On tronvera peut-£tre chacune de ces deux däfinitions 
peu precise; et on n'aura pas tort. Cependant elles paraissent 
s'accorder assez avec l'idee que tont le monde a de la 
ligne droite et de la ligne courbe: d'ailleurs il est tris- 
difhcile de donner de ces lignes une notion qui soit plus 
claire ä l'esprit que la notion simple , qu'excite en noas le 
seul mot de droit et de coarbe. La döflnition la plus exacte 
qn'on pnisse donner de l'une et de l'aulre, est peut-ätre 
Celle- ci: La ligne droite est le chemin le plus court d'un 
point ä DD aulre , et la ligne courbe est une Ugne men^e 
d'uu point k nn autre, et qui n'est pas la plus courte. Mais 
la premi^re de ces definitions renferme plutöt une pro- 
prietÄ secondaire que l'essence de la ligne droite, et la 
seconde , oulre qu'elle ne renTerme qu'une proprieti nega- 
tive , convient aussi bien ä un assemblage de lignes droites 
qui fönt angle , qu'ä ce qu'on appeile proprement courbe, 
et qn'on peut regarder comme l'assemblage d'une infinite 
de petites lignes droites conligues enlr* elles ä angles inß- 
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$ Abliu. Pent-fitre.rerail-on mieux de ne point deflnlr 
la ligDe courbe ni la ligne drolle, par la difSoülä et peot- 
toe llmpossibilite de reduire ces mols ä une idee plus ele- 
menlaire que celle qu'ils pr^senlent d'eax-mämes." 

Klügel endtidi verbreitet sich in seiaem matlieiaatiscfaen 
Wörterbuch über diesen Gegenstand (Nr. 2— T) wie folgt; 

,2. Die gerade Linie ist diejenige, welche zwischen den 
auf ihr .befindlichen Puncten gleichförmig (auf einerlei Art} 
liegt. So erklärt sie Enklldes , dessen Erklärung ich im 
Original hieher setze , weil sie nicht immer richtig übersetzt 
wird: Evdeia yQaft/aj iattr, ^tg e§ laov %ois i'p eamris 
oijftetotg xeirm. Die Gleichförmigkeit der Lage der Theile 
ist es, was die gerade Linie von der krummen unterscheidet 
In der geraden Linie haben nicht allein die an einander gren- 
zenden , sond^n auch abgesonderte Tbeile einerlei Lage 
gegen einander, wenn die Zwischenräume gleich gross ge- 
nommen werden. Bei ungleichen Zwischenräumen ist die 
Verschiedenheit des Abslandes der Theile von einander das 
einzige unterscheidende in der Lage." 

„3. Diese Identität in der Lage der Theile einer geraden 
Linie gegen einander , sowohl der benachbarten als der 
entfernten, ist die Ursache, warum es sich nicht zeigen lässl, 
wie sie gezeichnet oder conslnürt werden kann. Der kleinste 
Theil ist wie der grössere beschaffen; von keiner andern 
Grösse oder Lage abhlingig , wie es schon bei dem Kreise 
der einfachsten Figur nach der geraden Linie der Fall ist. 
Euklides setzt es daher alsPostalate an, von jedem Puncto 
bis nach Jedem andern eine gerade Linie zu ziehen; des- 
gleichen eine gerade begrenzte Linie stetig gerade fort zu 
verlängern. Das heisst , man muss den Begriff von einer 
geraden Linie znr Geometrie mitbringen. Sie ist eine ur- 
^rüngliche Vorstellung des reinen Verstandes, die nicht 
ans der Erfahrung geschöpft wird. Ein straff ausgespannter 
Faden versinnUcht nur den Begriff, aber giebt ihn uns nicht. 
Wir nennen einen solchen Faden gerade , weil wir an ihm 
die ideale Gleichförmigkeit der Lage seiner Theile sehen. 
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Wenn wir den abstracten Begriff von gleichförmigeT Lage 
nicht hätten , so würden wir an einem straffen Faden oitx 
geraden Stocke nichts als einen Faden oder Stock erbUcken, 
wie es ohne Zweifel selbst bei dem Elephanten oder einem 
andern wohl unterscheidenden Thiere der Fall ist." 

„4. Auf der (^eichförmigkeit der Lage in einer ge- 
raden Linie beruht es, dass zwischen zwei Fnncteu nnr 
Eine gerade Linie Statt findet , oder dass sie durch zwei 
Poncte in ihrer ganzen unbegrenzten Ansdehnong TöUig 
bestinunt (individualisirt) wird. Gabe es mehrere ge- 
rade Lmien zwischen zwei Functen in derselben Kbenei 
so würde ihre Verschiedenheit von der Ungleichheit in 
der Lage der Theile entstehen; es wären keine geraden 
Linien." 

„Eine krumme Linie hingegen kann man, ohne ihreFignr ; 
zu ändern , durdi zwei gegebene Pnncte derselben in un- 
endlich viele Lagen bringen. Dabei aber ist uns die Vor- 
stellong von einer Linie durch jene zwei Puncte gegen- 
wärtig, welche sich nicht dreht, das ist von einer gnaden, 
der nur aof eine einzige Art zwischen den b^den PimcteB 
möglichen Linie." 

„S. Daher kann man auch die gerade Linie für diejenige 
erklären , welche durch zwei Poncte in ihrer ganzen unbe- 
grenzten Ausdehnung nur auf eine einzige Art gezogen wer- 
den kann. Zwei Puncte durch eine gerade Linie verbinden, 
heisst dann, diejenige Linie zwischen ihnen sich gedenken, 
welche nur auf eine einzige Art zwischen ihnen gedacht 
werden kann. Eine gegebene gerade Linie verlängern, heisst 
nur, ihre Begrenzung aufheben. Diese Vorstellungen schei- 
nen die griechischen Geometer bei den Beweisen zum 
Grunde gelegt zu haben. Nicht aus der Erklärung der ge- 
raden Linie leitet Eoklides etwas her, sondern aus dem 
Grundsätze, dass zwei gerade Linien keinen Baum ein- 
schliessen. Das ist aber am Grunde nichts anders als der 
Salz , es ist nur eme ehizige gerade Linie zwischen zwei 
Funden. Die Erklärung der geraden Linie steht inzwischen 
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nicht bloss wegen der methodischen Form da, sondern sie 
dient, den abstracten Begriff von der geraden Lime zu er- 
wecken, and den Geist von den groben sinnlichen Vorstel- 
lung«! abzuziehen." 

„6. Man hat es auch zum auszeichnenden MM'kmal der 
geraden Linie gemacht, dass sie die kürzeste sey, die sieb 
zwischen zwei gegebenen Punclen ziehen lässt. Dass sie 
kürzer ist als eine aus geraden Linien zusammengesetzte 
zwischen denselben Endpuncten , lässt sicli ans Euklides 
L 20 rüllliommen beweisen , braucht also nicht zur Er- 
klärung gemacht zu werden. Daraus lässt es sich aucb für 
krumme Linien zeigen, wenn dicüe als Grenzen einer aus 
geraden Linien zusammengesetzten betrachtet werden. Allein 
Archimedes l&sst sich hierauf nicht ein. In der Vorrede 
zu den BUchem über Kugel und Cylinder sagt er: Ich 
n^ime an (^lafiflavtii de), dass unter den Linien, die durch 
dieselben Puncle begrenzt werdeUj die gerade die kürzeste 
ist; dass die übrigen, so fem sie in einer und derselben 
Ebene hegen, ungleich sind ; ferner, dass von Linien , die 
nach derselben Seite hin hohl sind , diejenige , welche von 
der andern nnd der geraden dnrch die gemeinschafllicfaen 
Endpuncle eingeschlossen wird, die kleinere ist." 

„7. Proklus in seinem Commentar über das erste Buch 
des Euklides sagt, es werde durch dessen Erklärung ange- 
zeigt, dass die gerade Linie allein es sey, welche dem Ab- 
stände zwischen zwei Puncten auf derselben gleich ist. 
Allein dieses ist in der That eines durch das andere wechsel- 
seitig erklären. Er führt noch verschiedene Erklärungen 
der geraden Linie an, als dass sie niclit eine solche sey, die 
zum Theil in einer Ebene, zumTheil ausser derselben liege; 
dass alle ihre Theile auf einerlei Art mit einander zusam- 
men treffen Qsimmter congruunt, in der lateinischen lieber- 
Setzung) ; dass sie durch ifire Endpuncte ganz bestimmt 
wird; dass sie ihre Lage nicht ändert, wenn ihre Endpuncte 
unverrückt bleiben ; dass sie mit einer ihr gleichartigen Linie 
Cqute specie similis est) keinen Raum einschliesst. Alles 
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dieses , fügt er hinza , drückt Eigenschaften der geraden 
Linie ans , welche darauf beruben , dass sie einfach ist, 
und den kürzesten Weg von einem Endpuncle zum andern 
ausmacht. Plalon's Erklärung der geraden Linie, dass sie 
diejenige sey , in welcher die mittlem Functe die äussern 
besdialten , scheint dem Proklus zu behagen , weil sie ein 
Bild abgebe, wie in der wirklichen Welt die Wirkungen von 
den ersten Ursachen durch die Mitlelursachen abhangen. Als i 
ein nenplalonischer Philosoph macht er die gerade Linie 
zum Symbol der unreränderlichea, nnbeQeckten, unaulbör- 
lidien, albnäcbtigenj in allen Dingen wirksamen Vorsicht; 
den Kreis zum Symbol der in sich selbst zurückgewandten 
Wirksamkeit, die nach einem verständigen Zwecke alles 
regiert. Da nun der höchste Werkmeister aller Dinge diese 
beiden Principien, das Gerade nnd das Kreisförmige, in sich 
selbst erzeugt hatte iprmposwisset') , so brachte er zwei 
Einheilen aus sich hervor, in welchen die eine kreisförmig 
wirkt, nnd den Grund der verständigen Wesen enthält; die 
andere geradlinicht wirkend die sinnlichen Dinge enlsleben 
lässt. Da aber die Seele (die Weltseele) ein Mittelding 
zwischen verständigen Wesen und sinnlichen Dingen ist, so 
sey diese , sofern sie mit einer verständigen Natur in Ver- 
bindung steht, kreisförmig wirksam ; sofern sie das SinnUcbe 
regiert , sorge sie für dessen Wohlseyu geradlinicht. Ich 
wurde diese Spielerei nicht angeführt haben, wenn sie nicht 
in Absicht unserer neuesten , auf ähnliche Art spielenden 
Philosophie , eine Bestätigung der Bemerkung giebt , dass 
nicht leicht von einem neuen Philosophen etwas wunderliches 
hervorgebracht werden könne, welches nicht schon ein 
älterer gesagt hätte. Auch sieht man, wie sehr die Mathe- 
matik zu Proklos Zeit gesunken war , dass sie sich zu solchen 
Albernheiten hergeben musste." 

Legendre uad Lacroix erklären die gerade Linie als den 
kürzesten Weg von einem Punct zum andern; I^croix mit 
dem Beisatz, wie es einleuchte, dass zwischen zwei Pnncten 
nur eine einzige gerade Linie möglich sey. 



1.1 Google 



_ 8 — 

Es giebl indessen eiae Menge gleich einleuchtender oder 
nnschaatfcher Satze der Elementargeometrie , deren Beweis 
Tür nöthig erachtet wird. 

Wo aber, fragt man, ist ein Merkmal des Langenminimunis 
herzonehmea? ist dieses ohne Anschammg der geraden Linie 
zwischen zwei Poncten rersUndUch? 

Jede Eigenschall, Jedes Merkmal, welches einer Linie 
oder Fläche ansschlieslich zakommt, dieselbe also characte- 
risirt , lässt sich bekanntlich zur Erklärung derselben be- 
n&(zen, gleichviel ob ein solches Merkmal schon mit seiner 
Erzähbmg ein Bild des zn erklärenden erweckt oder nicht ; 
ein Umstand der schon am deswillen ganz gleichg(iltig er- 
scheint, weil die zahllose Menge von Cnrren und Flächen 
mit Ausnahme einiger wenigen — und nnter diesen zudem 
der geraden Linie und ebenen Fläche, — Eigenschaften, 
an deren einfache Erzählung sich anmittelbar Vorstellungen 
knüpfen, nicht besitzt. 

Ein aussckUesliches Merkmal aber der Uehisten Li- 
nienausdebnuog ist, wie sich beweisen lässt, folgende 
überall nnr grundsätzlich angenommene Eigenschaft der 
dem Anschauenden als gerade Linie bezeichneten Linie, — 
die Eigenschaft nemlicli , dass rücksichtbch jeder Ternion 
Ton Puncten dieser Linie des mittlem Ponctes Abstands- 
summe, und eines Jeden äussern Punctes Abstandsunter- 
eehied von den beiden andern Pnnclen dem Abstand der 
letztern gleich kommt. 

Die Ellipse wird in der Regel ohne Einschränkung 
deflnirt als (ebeae) Linie, deren Jedes Punctes Abstands- 
summe, die Hyperbel als Cebene^ Linie, deren Jedes Puocles 
Abstandsnnterschied von zwei gegebenen Puncten, den so- 
genannten Brennpuncten , eine conslante Grösse ist. 

Man bezeichnet den Kreis als Varietät der Ellipse, in 
£o ferne die Abslandssumme Jedes Punctes der Peripherie 
von den mit dem Centrum zusammenfallenden Brennpuncten 
conslant, nemlich dem Durchmesser gleich ist. Mit gleichem 
Rechte könnte man auch der geraden Linie jedes begrenzte 
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Stück als Varielät der Ellipse , nnd die über die Grenz- 
pnncte gehendea nnbegrenzlen Verläogeningen der geraden 
als Varietät der Hyperbel bezeichnen, deren Breonpuncle in 
beiden mit den Scheiteln, Jenen Grenzpnncten , zusam- 
menfallen. Noch mehr; man könnte jedes begrenzte Stück 
gerader Linie als Varietät des elliptischea, nnd seine Ver- 
langemngen als Varietät des hyperbolischen Conoids be- 
trachten. 

Zum Wesen der Ellipse und des el. Conoids gehört in- 
dessen, dass jene constante Grösse oder jener constante 
Abstand grösser; zum Wesen der Hyperbel nnd des by- 
perbolisdien Conoids, dass Jene constante Grösse klei~ 
ner als der Abstaad der Breonpnncte ; zum Wesen des 
Lflngenminimnms oder der geraden I.inie endlich, dass Jene 
constante weder grösser noch kleiner als der Abstand der 
Brennpuncte, sondern diesem gleich kommt. 

Mit Rücksicht hierauf bilden die geraden Linien eine 
eigene Klasse von Linien, die mit der Klasse der Ellipsen 
und Hyperbeln zwar eine analoge Eigenschaft darbieten, 
gleichwohl aber wesentlich von ihnen verschieden sind. Man 
kann daher die genannten Linien definiren wie folgt : 
die Ellipse als ebene Linie , deren Jedes Punctes Ab- 
standssumme von zwei gegebenenPnnctenconstantnnd 
grösser als der Absland der letzteren ; 
die Hyperbel als ebene Linie , deren jedes Punctes Ab- 
standsnnterschied von zwei gegebenen Functen con- 
slant nnd kleiner als der Abstand der letztern ; 
die gerade Linie als Linie, deren jedes Punctes ent- 
weder Abstandsumme oder Abstandsunterschied von 
zwei gegebenen Puncten constant und gleich dem Ab- 
sland der letztern. 

Allein ein anderes gleich nahe liegendes Merkmal der 
dem Anschauenden als gerade Linie bezeichneten Linie er- 
giebl sich beim ersten Blick. Denn wer sieht nicht , wenn 
ein Senkel auf eine Ebene errichtet, und aus dem Fusspunct 
in der Ebene ein Kreis gezogen wird, dass Jeder Fond des 
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Senkels Ton einem nnter drei Puncteo dieses Kreises so weit 
absieht, wie von Jedem der beiden andern? 

Welcbe dieser beiden Eigenschaften man aber als Er- 
klirang der geraden Linie annehmen mag, so ist keine der- 
selben eine wmütelbare Folge der andern , und die nächste 
Aufgabe mnss es seyn, sowohl ihren Zosammenhang als anch 
das Vorhandenseya anderer von der geraden Linie nur grund- 
sätzlich angenommener Eigenschaften logisch nachzuweisen. 

Wihrend nun bei der Ellipse und Hyperbel bereits er- 
wiesene geometrische Setze za Gebote standen, deren schick- 
liche Verbindung zur Entdeckung neuer Eigenschalten dieser 
Curven führte, fand man sich bei der ganz analogen geraden 
Linie von allen zu diesem Ziele bringenden Mitteln eotblösst, 
da die herrschende Ansicht, als sey alles Krumme aus gera- 
den und ebenen*) Elementen gebildet, als könne das sinnUch 
einfachere ans dem sinnlich minder einfachen seine Herlei- 
tung nicht erhalten, selbst schon dem Versacke, die Kugel 
als Mittel zur Analyse der geraden Linie zu gebrauchen, im 
Wege stehen musste. 

Eine Fläche, durch deren Jede zwei Funde sieb gerade 
Linien ziehen lassen, wird Ebme genannt Aach von ihr lisst 
sidi eine von der geraden Linie unabhängige Erklärung ge- 
ben ; ein augenscheinliches Merkmal der dem Anschauenden 
als Ebene bezeichneten Fläche ist es nemlich, dass jeder Puact 
der Ebene von einem unter zwei gegebenen Puncten so weit 
entferm ist , wie vom andern, wenn das Punctenpaar einem 
Senkel auf der Ebene angehört und in gleichem Abstand 
vom Fusspunct zu beiden Seiten der Ebene liegt. 

Hier entsteht aber die Frage : lassen sich durch Jede 
zwei Puncte einer solchen Fläche gerade Linien ziehen, deren 
sämmtliche Puncte in die Fläche fallen, uud sind überhaupt 
solche Flächen möglich ? 

Das elfte Euklidische Axiom stellt Für ganz besondere 
Fälle die Behauptung auf, dass ein paar unbegrenzte gerade 

*]) Das Element wbidschiefer Fliehen ist enveisüch knmm , auch 
wenn nuui dem Element gar keine Ausdehnung zuschreibt. 
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Linien sieb schneiden. Die Annahme der Ebene ist gleidi-, 
falls nnr anf Augenschein heTubeaie BeAaupttmg des Durch-: 
schnilts unbegrenzter Geraden in unzählig rielen andern 
Fällen. 

Das Bestreben so vieler Mathematiker, jenem Axiom seine 
logische BegrOndung zu verschaffen , giebt Zengniss von 
der Wichtigkeit dieses Problems. Weit wichtiger noch ist 
die Beweisrührung von der Existenz der Ebene, indem 
diese Fläche fast aliea Conslructionen der Elementargeome- 
trie, darunter vielen vom Parallelproblem ganz unabhängigen, 
zur Grundlage dient. 

Denkt man sich nenüich (Fig. 2^ im Baume irgend drei 
Punctea, bü.c, deren keiner mit den beiden andern in dersel- 
ben geraden Linie liegt, so sind die geraden ab,ac und bc 
durch dieselben bestimmt. Verbindet man den Punct e 
mit einem Punct g der aA durch eine gerade cg, so ist 
auch diese; — und zieht man zwischen einem Puact h der 
ac und einem Pnnct / der bc eine gerade kl, so ist 
endlich auch diese bestimmt, so wie auch ob A/ die c 9 
schneiden oder ober- oder unterhalb derselben vorbeiziehen 
werde. Einzig und allein der Augenschein zeigt diesen 
Durchschnitt, der Augenschein , der auch das Euklidische 
Axiom nnr lehrt. 

Beweis also fordert der augenscheinliche Durchschnitt 
der genannten Geraden nicht minder als das Euklidische 
Axiom. Beweisführung ist daher auch für die Existenz der 
Ebene erforderlich und mittelst der Kugel möglich, 

Winkel, so lautet gewöhnlich seine Definition, ist die 
Neigung zweier in einem Punct sich vereinigenden geraden 
Linien ; der Winkel wird dabei als Grösse eigener Art be- 
trachtet , der wie andere Grössen einer Mehrung und Min- 
derung fähig ist und den gewöhnlichen Bechnungsopera- 
tionen nnterliegl. 

Grundsätzlich nur und weil es der Augenschein zeigt, 
wird angenommen, dass die durch den Scheitel des Winkels 
gelegte, in seiner £bene befindliche Gerade mit beiden 
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Schenkeln zwei andere Winkel bildet, deren Svmme — im 
Fall« die Gerade zwischen den Schenkeln hindurch geht, 
nnd deren Unterschied — im Falle sie nicht zwischen den 
Schenkeln hindurch zieht , dem gegebenen Winkel gleich 
kommt; Sätze, die logischer Begründung beditrfen und ffthig 
sind. 

Mit dem geradlinigen Winkel im Zusammenhang steht 
das Wesen der Linienkrumniang und Ber&hrang, daher anch 
dieser Gegenstand abgehandelt wurde. 

Endhch findet sich hier ein neuer Yersnch zur Lösung 
des so vielseitig betrachteten vierten nnd letzten Haupt- 
problems der Elementai^ometrie, des elften Euklidischen 
Axioms. 

Schliesslich ist zu erwähnen, dass bei den nachstehen- 
den Untersuchungen, zn denen augenscheinliche Beziehungen 
zwischen Kugel, gerader Linie und Ebene den ersten &iind 
gelegt haben , mitunter Winken gefolgt ist , die in emer im 
Jahr 1821 unter dem Titel „Zur Mathematik und Logik. 
Vorspiele zn ihrer Erweiterung und Begründung" erschie- 
nenen Schrift*) von Karl ÄMgustus Erb enthalten sind; 
eine Schrift, worin die Brauchbarkeit der gangbaren De- 
Soitionen der ebenen Fläche und der geraden Linie bestritten, 
das modische Verweisen auf die unmitlelbare Anschannng 
derselben als ungültige Maxime verworfen, dagegen Zahllosig- 
keit der auf Grdssebegriff stützbaren Bestimmungen der 
ebenen Fläche nnd der geraden Linie behauptet wird. 

•) Heidelberg, bei Oswald. 
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Erster AbschulU. 

Entwicklung des Kreises, der geraden lAnie 
und der ebenen Vtäclie aus der Kugel, und 
aligemeine Betrachtungen über Winkel und 
Krümmung der Linien. 



S. I. 

1. Puncl ist, was keiae Aosdehnong hat. 

2. Des Bftnnilichen oder Ausgedehnten giebt es drei von 
einander wesemlich verschiedene Gattungen. 

3. Die Ausdehnung der Materie oder des physischen 
Körpers heisst körperlicher Baum oder mathemalischer Körper. 

4. Die Grenze eines körperlichen Raumlheils besitzt Aus- 
dehnung und heisst Fläche. 

5. Die Grenze eines Flachenstacks besitzt Ausdehnung 
und heisst Linie. 

6. Die Grenze endlich eines Linienstücks besitzt keine 
Ausdehnung mehr und besteht ia zwei Ponclen. 

7. Das Räumliche, welches eia beliebiger Pnnct eines 
bewegten physischen Körpers durchlauf!, ist Linie. 

8. Die Grösse der Linienausdehnang heisst Länge. 

9. Kein Punct liegt ausserhalb des unbegrenzten korper- 
Jichen Raums. 
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10. Eine charakteristische Eigenschaß des begreazten 
körperlichen Raames besteht darin , dass zwischen keinen 
zwei der Grenze nicht angehörigen Pnncten desselbeo Linien 
beschrieben werden können, welche ihrer ganzen Ausdehnung 
oder Länge nach ausserhalb des Bäumlichen sich befinden. 

11. ^e diarakteristische Eigenschaft des Flächenranms 
besteht darin, dass zwischen Jedem Paar seiner Fände, wie 
beim Körper, unzählige Linien sich beschreiben lassen, die 
ihrer ganzen Änsdebnang nach im RänmUchen ; zugleich aber 
auch, wie bei der Linie, unzählige andere, die ihrer ganzen 
Länge nach ausserhalb desselben sich befinden. 

12. Eine characteristische Eigenschall endlich des Linien- 
raums besteht darin, dass zwischen jeden zwei Punclen des- 
selben nur eine einzige ihrer ganzen Ansdehnnng nach in 
das Räumliche fallende Linie gezogen werden kann. 

§. 2. 

Zwischen jeden zwei Puncten lassen sich Linien von 
unzählig verschiedenen, jedes Maas übersteigenden, nicht 
aber unter Jedes Maas herabsinkenden Längen denken. Vom 
Ort zweier Puncle hängt es ab, ob die Länge der zwischen 
ihnen denkbaren Linien nur bis zu einer gewissen Grenze 
oder unter Jede Grenze und Grösse herabsinken kann, ob 
nemlich zwischen ihnen einLängenminimutn möglich ist oder 
nicht, ob die Puncte ein Linienslück von kleinst möglicher 
Aosdehnung begrenzen können oder nicht. 

Ist zwischen zwei Puncten ein Längenminisivm möglich, so 
besitzen dieselben EntTernung oder Absland, sie sind discr^ 
folgende Funde. 

Jedes Linienslück kleinster Länge zwischen seinen Gren- 
zen nennen wü' ein Stück gerader Linie oder auch schlecht- 
weg gerade Linie. 

ObzwischenzweiFunclen nur ein einziges Längenminimum, 
eine einzige gerade Linie möghch, bleibt vorerst dahin gestellt. 
S. 3. 

Die Abstände zweier Funclenpaare können einander gleich 
oder verschieden seyn. Als Maas des Abslandes bietet sich 
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znn&chsl die Zeit daf , welche ein Pnnct bedarf nin bei 
überall gleicher Geschwind^keit auf kOrzestein Wege von 
einem Ort zum andern zn gelangen. Es zeigen also die 
Abstände zw^eier Pnnctenpsaie das nemliche VerhBltniss zn 
einander, wie jene Zeilen ; diese aber sind proportionirt den 
durchlaufenen Längen, also den geraden Linien zwischen 
den gegebenen Pnnclen und somit sind auch die Entfer- 
nungen zweier Paare discret folgender Foncte den von ihnen 
begrenzten geraden Linien proportionirt. 

Abstand und gerade Linie sind nicht gleichbedeutend, 
Abstand besteht ohne das Band der geraden Linie; Eines 
ist aber das Maas für das Andere , und der K^ze wegen 
wird oft das Eine für das Andere gesetzt werden. 

Sind mn ab c (Fig. 1^ beliebige Pnocte einer geraden 
Linie , so besieht nach dem Gesagten zwischen den Ab- 
stfinden ab, bc, ac, und den Längen der zwischen diesen 
Puncten gedachten geraden Linien die Proportion 

Abstand (ab : bc: ac) = Länge (ab : bc : ac) 
daher auch 

Abstand (ab + bc : ac) = Länge (ab + bc : ac) 

Abstand {ac — bc : ab) = Länge Coc — bc : aby 
Nun ist aber die Länge iab + bc) = der Länge ac 
und die Länge (ac — bc)^ der Länge ab, daher gehen die 
Proportionen aber in folgende 

Abstand (ab + bc) : Abstand ac = Länge ac : Länge ac. 

Abstand Qac — bc) : Abstand ad = LängeaA:Längea6. 

Da nun die zwei letzten Glieder der Proportionen einander 

gleich sind,so müssen es auch die beiden ersten seyn; es ist also 

Abstand ab + Abstand bc= Abstand ac und 

.\bstand ac ~ Abstand bc = Abstand a b, 
und ähnlich Bndet man 

Abstand dc — Absland ab=. Abstand bc. 
Die erste sich darbietende Eigenschaft eines Längenmi- 
nimnms oder einer geraden Linie zwischen zwei Pnncten 
besteht also darin, dass rücksichtlich jeder Ternion discret 
liegender Poncte derselben 
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des einen Pnncles entweder Abstandssonune 
oder Alistandsmiterschied 
von den bnden andern gleich ist dem Abstand der letztem. 

^lerans folgt zogleich , dass venn ein Linienstack nur 
eine einzige PnnctenterniOD enthilt, deren eines Punctes 
weder Abstandssonune noch Abstandsnnterschied von den 
beiden andern gleich dem Absfand der letztern, dieses Linien- 
slikck kein Lfcogenminlminn zwischen seinen Grenzen ist. 
$.4. 

Die Abstandsnmme eines Pnnctes Ton zirei andern kann 
nicht Heiner, s«n Abstandsnnterschied Ton denselben nicht 
grösser seyn als der Abstand der beiden andern; oder die 
kleinste Abstandssumme und der grösste Abstandsnntersclüed 
im ein Ponct von zwei andern haben kann, ist gleich dem 
Abstand der ietzlern. 

Man denke sich (Fig. 2) zwischen den Punclen a und &, 
b nnd c, a und c gerade Linien ab, bc, ac, so kann die 
I^nge iab + be) nur gleich oder grösser nicht aber kleiner 
seyn als die Länge ac, weil der Annahme zorolge ac ein 
Lingennunimnm ist. 

Nun ist nach dem Torhergehenden Paragraphen Lauge 
[.ba-\- be: ac} = Abstand iba + bc : ac'), und da ^e 
Länge {ba + bc) ^Länge ac, so ist auch der Absland 
iba + be) ^ Abstand ac oder des Ponctes b Abstands- 
summe von a und c kann nicht kleiner seyn als der Absland 
ac. Femer kann die Länge {.bc — bai nur entweder = 
oder <: nicht aber grösser seyn als die Länge ac. Denn 
wäre die Länge bc — ab> Länge ac, so wäre auch die 
Länge io Länge ac + ab, mitbin bc keioLfingeminimom 
zwischen b und c, gegen die Voraussetzung. Da nun 

Länge (ftc — ba : ac) = Abstand (ic — ba : ac) 
und nach dem eben bewiesenen Länge Ibc — ba) nur^ 
Länge a c, so ist auch Abstand c — ba) nur entweder = 
oder <. Abstand ac, oder eines Puncles Abslandsunter- 
schied von zwei andern kann nicht grösser seyn als derAbstand 
der letztern. ■ 
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Hiernach lässt sich obige Eigenscbaft einer geradea Liaie 
andi so aasdracken: Einer jeden beliebigen Ternion Ton 
Poncten der geraden Linie ist des einen Punctes enlweder 
Abslandssumme Ton den beiden andern ein Minimnm oder 
sein Abstandsnnterschied von denselben ein Maximum. 

Ans dem Vorgetragenen folgt, dass keine zwei Puncte 
einer geraden Linie von einem dritten Punct derselben gleich 
weit entfernt sein können, wenn letzterer nicht zwischen den 
beiden andern liegt. 

Da ferner Pnnctenpaare injedem beliebigen Abstand denk- 
bar sind , so giebt es auch gerade Linien von jede Grösse 
übersteigenden Längen, es ist also die gerade Linie eine 
nnbegreozle unendliche Linie , jedes StUck gerader Linie 
lässt sich beiderseits über seine Grenzen nach dem Gesetze 
der Längenminima ohne Ende verlängern. 
S. 5. 

Linieneleraenl bedeute uns jedes Paar Orte, die ein Punct 
bei seiner Bewegung unmittelbar nach einander einnimmt. 
Zwei unmittelbar folgende Puncte einer Linie haben keinen 
Abstand, sie sind durch kein ausgedehntes getrennt, das 
Element ist scharfes Null, und was Abstand anbelangt, von 
einem einzigen Pnnct nicht zu nnterschetden. Denn wie klein 
immer der Abstand zwischen zwei Puncten angenommen 
werden mag , so hat er Grösse und ist daher theilbar und 
es mnsste der Pnnct, bevor er in den gegebenen Abstand 
gebingt war , jeden kleinern Abstand erreicht haben. 

Aus gleichem Gnmde ist auch der Unterschied einer ge- 
gebenen Grösse und der nächst grössern oder kleinem voll- 
kommen Null, da wollte man einen Unterschied als bestehend 
annehmen , vrie klein immer er gedacht werden mag , be- 
liebig kleinere Unterschiede denkbar sind, und somit die 
mit gegebener Grösse verglichene nicht die nächst grössere 
oder nächst kleinere wäre. 

Zwei unmittelbar auf einander folgende Puncto einer Linie, 
zwei Puncte nämlich , die keinen Absland haben, und da- 
her so weit es sich ledigUch um Bestimmung und Messung 
S 
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von Enlfernimgen häudBlt, von einem eiDzigeo Pnact Dicht 
zn nnlerscheiden , als nor ein einziger Pnnct zn beachten 
Bind, helssen auch stetig folgende Pnacte. Von Jeder 
noch so grossen Menge stelig folgender Pnncte einer Linie, 
hat keiner Tom andern einen Abstand, sie erscheinen 
sämmthcb in Ansehung des Ahstands als nur einziger Pnnct. 
Die Ansdehnnng einer Linie besteht demnach auch nicht in 
einer Summe von Absländen stetig folgender Puncte. 
$.6. 
Ist ein Tdllig begrenzter, ganz witllcürlich gewählter Kör- 
per gegeben , und denlit man sich in dem eingeschlossenen 
Körperranm beliebig einen Puncto so bat derselbe von Je- 
dem Pnnct der Oberfläche einen bestimmten Absland. Die 
Grösse der einzelnen Abstände ist bedingt durch den ge- 
wählten Punct nnd das Gesetz , vromach die Oberfiäcbe er- 
zengt ist. Es sind nun auch solche einschliessende Flächen 
denkbar , worin diese Abstände sämmtlich einander gleich 
sind ; dergleichen Flächen beissen Kngelflächen , jeder der- 
artige Pnncl im Innern Gentnim und Jede gerade Linie aus 
einem Centmm nach der Oberfläche Halbmesser der Kugel. 

$.7. 

Jede auf einer Kugelfläche gebildete Linie heisst knge- 
lische Linie; es ist mitbin Jede Linie, deren sämmtliche 
Puncte von einem gegebenen Pnncte gleich weil abstehen, 
eine kogehsche Linie. 

S. 8. 

l.EingemeinschafllicherPiinct zweier auf derselben Fläche 
gezogener Limen heisst Durchschmttspnnkt , wenn wecbsels- 
weise an diesen Punct angrenzende Theile der erneu Linie 
in von der andern Linie gemeinschaflUch begrenzten ver- 
sdiiedenen Flächentheilen liegen. 

2. Ein gemeinschaftlicher Pnnct einer Linie und Fläche 
heisst Dorcbschnillspunkt , wenn an den Punct angrenzende 
Theile der Linie in verschiedenen von der Fläche gemeior 
schafUich begrenzten Körpertheilen liegen; 
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3. Eioe gemeinschaftliche Linie zweier Flächen heissl 

Dorcbschnittsliilie , wenn wechselswdse durch diese Linie 

gemeinschaftlich begrenzte Theile der einen Fläche ia ver^ 

schiedenm Ton der andern begrenzten Körpertheilen liegea. 

$.9. 

Jeder Durchschnitt zweier Eogeliächen heissl Kreis; der 
Kreis ist also ein linearischer Raum, welcher die Cenlren 
zweier Kagela zu Centren hat; zugleich ist jeder Kreis eiae 
kngelische Linie, nicht aber umgekehrt jede kugelische Linie 
ein Kreis. 

$. 10. 

Jedes System von entfernt liegenden Punkten , jede Linie, 
Fläche , jeder Körper kann durch Bewegung aus einem Ort 
in emen andern Terselzt werden, ohne dass während der 
Bewegung die gegenseitigen Abstände der einzelnen Punkte 
sich andern müsslen, da jedes System überall im unbe- 
grenzten körperlichen Raum gedacht werden kann. 

Bewegt sich eine Linie, so geschieh diess entweder mit 
Bewegung eines jeden Punctes derselben oder nicht. 

Tritt dabei jeder Pnnct der bewegten Linie in den von 
dem unmittelbar vorhergehenden verlassenen Ort, durch- 
läuft nemUcb jeder Punct die vom unmittelbar vorhergehenden 
beschriebene Linie, so durchläuft die ganze Linie nur wie- 
der Linienraum. 

Bewegt sich dagegen jeder Punct der Linie in beson- 
derer Linie , so dass keüie dieser Linien mit einer andern 
einen Pmict gemein hat, so durchläuft die Linie Flächenramn. 

Hiermit ist nicht behauptet, dass alle Flächen durch- 
laufen werden können dui:ch eine während der Bewegung 
juiTeranderUch bleibende Linie. 

Die Grenze der so durchlaurenen Fläche wird gebildet 
durch die Luiie in ihrem anfänglichen und endlichen Ort, 
sodann durch die von ihren Grenzpuncten beschriebenen 
Linien. 

Beschreibt jeder Punct der bewegten Linie eine in sich zu- 
xttfJiikehTeiide Linie , nimmt also Jeder Punct und somit die 
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ganze Linie ihren nrsprüDglichea Ort wieder ein, so Terschwin- 
den jene erstgenannten Grenzen, nnd die erzengte Fische 
hat zar Grenze nur noch die von den Endpuncten der be- 
wegten Linie dorchlanfeiien Linien. Bleiben während der Be- 
wegung auch diese Endpancte in Rohe , so verschwindet 
alle Grenze und die so durchlaufene Fläche ist eine TOlIig 
einschliessende Fläche. 

$. 11. 

Unter Ort eines Punctes, der emem oder mehreren Ge- 
setzen zugleich entsprechen soll , versteht man das Rium- 
tiche , dessen Jeder Punct den gegebenen Forderungen genügt. 

Besteht dieser Ort in mehreren abgesonderten Raum- 
theilen z. B. in zwei Linien , so kann der Punct aus einem 
Raomtheil in den getrennten nur dann gelangen , wenn er 
so lange er in keinem der getreanlen Raumtheile sich be- 
findet , mindestens eine der Foiderungen , durch die sein 
Ort bedingt ist, unerfüllt lässt. 

Jeder abgesonderte Theil eines Orts, den eüi Punct ohne 
Aenderung der ßewegnngsgesetze durchlaufen kann , nennen 
wir znm Unterschied vom ganzen Ort oder vom Ort schlecht- 
w^, OH seiner Bewegung. 

In den meisten Fällen wird diese Unterscheidung ent- 
behrlich seyn. Reducirt sich der Ort eines Puncls auf einen 
einzigen Punct , so ist der Punct völlig bestimmt. 
$. 12. 

Bleibt ein Punct bei seiner Bewegung beständig in dem- 
selben Abstand von einem oder mehreren andern festen 
Punclen , so heisst die Bewegung Rotation , und die festen 
Pnncte Mittelpuncte der Rotation. 

Denkt man sich ein im Raam völlig bestimmtes System 
von Puncten nnd bezieht dasselbe auf drei entweder zum 
System selbst gehörige oder ausserhalb demselben liegende 
Pancte, die wir Bichtpuncte nennen, so wird im Allgemeinen 
Jede OrlsSndening der Bichtpuncte mit Unveränderlichkeit 
ihrer gegenseitigen Abstände auch eine Ortsändemng aller 
Pnncte des Systems zur Folge haben, wenn die Abstands- 
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beziehsngen des Systems and seiner Ricbtpnnct« keine 
Aenderungen erleiden sollen, mag nan diese Ortsändening 
hinsichtlich eines jeden der drei itichtpnncte eintreten oder 
nur hinsichtlich eines derselben mittelst Rotation tun die 
beiden andern , in welch letzterem Falle alle Funde des 
Systems, die in Folge der Bewegung des einen dieser Rieht- 
puncle eine Ortsändening erleiden , gleichfalls nm die beiden 
andern Richtponcte rotiren. 

Gesetzt mm , es wäre für einen gegebenen Ort der Richt- 
puncte kein zweites einem Tortiegenden völlig gleiches Sy- 
stem mehr möghch, so mässte im Moment als der rolirende 
Ricbtpnnct seinen anßDglichen Ort wieder einnimmt , ob im 
Rücklaut auf demselben Wege oder im Ringlaof d. h. ia 
einer in sich zurückkehrenden Linie, auch jeder Punct des 
Systems seinen anfänglichen Ort wieder einnehmen. 

Ist dagegen das System nicht das einzig mögliche von 
den ihm zukommenden Abslandsrerhältnissen zn den gege- 
benen drei Richtpunclen und kann dasselbe ohne Aenderung 
des Abstandes irgend eines Puncles von irgend einem andern 
des Systems und der Bichlpuncte für einen bestimmten Ort der 
letztern seinen Ort ändern, so muss nicht nothwendig im Mo- 
ment, in welchem der rotirende Bichtpunct seinen anßinglichen 
Ort wieder einnimmt, auch das System mit allen Puncten den- 
selben wieder einnehmen , dagegen heatn die Bewegung des 
Systems Jedenfalls dergestalt bewirkt werden , dass nachdem 
der rotirende Ricbtpnnct seinen anfänglichen Ort wieder er- 
reicht , gleichviel ob im Ruck - oder Ringlauf, auch jeder 
Punct des Systems wieder zu seinem ursprünglichen Ort 
zurück gelangt. 

S- i3. 

Jede Linie , deren ein Punct innerhalb ein anderer aus- 
serhalb eines begrenzten Körpers liegt, durchdringt dessen 
Oberfläche in mindestens einem dem von beiden Puncten 
begrenzten Linientheil angehörigen Punct. 
S. 14. 

Jedei Punct ansserhalb der Kugel hat von einem Gentnim 
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im Inseni einen grösiem , Jeder andere Pnnct im Innern 
Ton demselben einen kleineni Abstand als die Puncte der 
Oberflftche. 

Ist c (Tig. 3) ein Cmtram im Innern , so ziehe man 
nach einem beliebigen Pimct A aosserbalb der Kagel eine 
gerade Linie e k , alsdann wird diese die Kngelflftclie zwi^ 
sehen c und A , and zwar nnr in einem eiazigen Puncte b 
durchdringen, da nach (§. 4) keine zwei Puncte der ge^ 
raden von einem dritten derselben gleich weit entfernt sein 
können , wenn dieser letztere nichl zwischen den erstem 
liegt. Nun isl bc+bh=ch, also cÄ>cA, d. h. der aus- 
serhalb beende Punkt k hat rom Centrum einen grossem 
Abstand als die Pnncle der Oberfläche. 

Ist femer g ein Punct im Innern und zl^t man durch e 
und g eine gerade Linie c k , deren Endpnncl k ausserhalb 
sich befindet , so wird , da jr im Innern, die Gerade c k die 
Kugel zwischen s und A in einem Panel q durchdringen , es 
ist daher cg<: cq oder es bat Jeder eingeschlossene Ptmct 
von einem Centram im Innern einen geringen! Abstand als 
die Puncte der Oberflüche. 

§15. 

Jede durch ein Centmm im Innern der Kugel ziehende 
gerade Linie durchdringt dieselbe in zwei Pnncten und zwar 
beiderseits vom Cenlnim in einem Punct. 

Die gerade Linie ist eine unbegrenzte Linie, die in Jedem 
Abstand von Jedem ihrer Puncte beiderseits nur einen ein- 
zigen Pnnct -hat , deshalb kann auch die darch ein Centmm 
im Innern der Kugel ziehende gerade Linie dieselbe zu bei- 
den Seiten nor in einem einzigen Punct und zwar in dem 
dem Halbmesser entsprechenden Abstand durchdringen. 
S- 16. 

Die Kugel hat nur ein Centrum. 

Gesetzt die Kugel (Tig. 3) besässe ausser dem Centmm 
c noch andere im Innern oder ausserhalb z. B. g und A, so 
schneidet jede dtirch c und g gehende gerade die Kugel ia nni' 
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zwei zn beiden Seiten des Centrams liegenden Pnnclen 
a nnd b. Nun ist ac = cb, daher ac -^ cg > cb und 
tun so mehr ac + eg oder ag >■ gb, mithin ist g kein 
Ceatnun. 

Liegt ferner h ausserhalb, so dnrchdringt jede durch c 
nnd A gehende Gerade die Kugel in zwei Pnnclen a nnd b, 
die beide auf der nemlichen Seite von h sich befinden. Es 
sind daher die Abstände ah und bh einander ungleich, also 
h kein Centmm. 

Die Kugel bat mitbin nur ein einziges in ihrem bnem 
liegendes Centrum. 

S. i7- 

Zwei Kugeln, die ein gemeinschaftliches Centmm be- 
sitzen (concenlrische Kugeln)^ fallen gänzlich zusammen, in 
so ferne ihre Halbmesser einander gleich sind; im Falle der 
Ungleichheit aber liegt die Oberfläche der kleinem Kugel 
gänzlich im Innern der grossem. 

Eine Folge des Satzes (S- 14-). 
$. 18. 

Zwei Kugeln durchschneiden sich in mindestens einem 
Kreise, sobald der einer Kugel ein Punct innerhalb, ein 
anderer Fonct ausserhalb der andern Kngel sich befindet. 

Denn in welcher Linie auch der eine Punct auf der zu- 
gehörigen Kugetflöche zum andem sich bewegen mag, so 
kann er denselben nicht ohne Durchdringen der andern 
Kugelfläche und zwar in mindestens einem Puncte erreichen. 
Denkt man sich nun vom einen Punct zum andem stetig 
folgende Linien gelegt, so zerßLllt die Kngelfläcbe in unzahlige 
Elemente und die stetig auf einander folgenden Durch- 
scboiltspnnkte bilden mindestens eine in sich zurückkehrende 
Linie, die als gemeiuschaitliche Linie beider Kugeln und hier 
als Dorchscbnittslinie erscheint. 
§. 19. 

Der gr&sste Abstand zweier Puncte einer Kugelfläche ist 
gleich dem doppelten Abstand des Gentrums von der Ober- 
fläche. 
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Die Abslandssumme des Centrums von irgend Ewei 
Pnnclen der Oberflache ist gleich dem doppelten Abstand 
desselben Yon der' letztern oder = 2 r . Diese Abstands-. 
somme kann aber nach §. 4 nnr entweder grösser oder 
gleich seyn dem Abstand der gegebenen zwei Puncte. Mit- 
hin kann der Abstand keines Punctenpaars einer Kugelfläcbe 
den doppelten Halbmesser übersteigen. 

S- 20. 

Der Ort der gemeinschaftlichen Pnncte zweier oder 
mehrerer Kngeln heisst Berühmngsort, wenn entweder kein 
Theil der einen Kugel ausserhalb der andern, — oder wenn 
gegenseitig kein Theil der eioen Kugel im Innern der andern 
liegt; welche beide Fälle als innere nnd äussere Beräbrang 
unterschieden werden. 

S. 21. 

Zwei Kugeln berühren sich von aussen, wenn der Ab- 
stand ihrer Centren der Summe ihrer Halbmesser gleich kommt 

Sind c und C (Fig. 7^ die Centren beider Kngeln, r nnd R die 
entsprechenden Halbmesser und c C eine durch die Centren 
gehende gerade Linie, so ist der Voraussetzung nach cC = 
r -|- R. Man bestimme in c C einen Punct b dergestalt, dass 
cb = r, so ist frC = R nnd daher b ein gemeinschaftlicher 
Punct beider Kugeln. Nun sey m ein Punct im Innern der 
Kugel G, so ist Cnach§. 4) mc + mC nicht kleiner als cC 
oder r + R. Da nun mC<ftC, so folgt mo-be, d.h. es 
liegt kein Punct der Kugelfläcbe c im Innern der Kugel G. 

Aehnlich findet man, dass kein Punct der Kogelfläche G 
innerhalb der Kugel c enthalten ist. 

Da nun beide Kngeln erwiesenermasen einen Punct 
gemeinschaftUch besitzen, aber gegenseitig kein Punct der 
einen im Innern der andern sich befindet, so berühren sich 
dieselben von aussen. 

S- 22. 

Zwei Kugeln von Tcrschiedenen Halbmessern berühren 
sich von innen, wenn der Absland ihrer Geniren dem Unter- 
schied ihrer Halbmesser gleich kommt. 
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Sind C nnd k (Fig. 4) die Ceotren und Ckg eine CenblUiiie, 
so bestimme man einen Panct derselben sg, dass C^^R 
Alsdann ist Cg-—hg=Ck = Ji — kg, aber auch R— r ist 
der Vorausselznng nacb= C.A, mithin kg^r und g dem- 
nacb ein gemeinschaftlicher Pnnct beider Kugeln. Nun sey n 
ein Panct ausserhalb der grossem Kugel C, so kann (nach $. 4) 
nC~nAnur entweder = oder < seyn Bis(C.k=gC — gk. 
Ist nun nC — nA= jfC — yÄ, so ist wegen nC> jrC auch 
nk>-gk. Ist aber nC — nk<.gC—gk, so ist um so mehr 
noch nA>(^A = r). 

Kein Pnnct also ausserhalb der grossem Kugel gehört 
der kleinem an, oder es hegt kein Punct der letzleren ausser- 
halb der andem. Erwiesenermasen haben aber beide Kugeln 
einen Punct mindestens mit einander gemein, es berühren 
sich dieselben sonach von innen. 
$. 23. 

Zwei Kugeln, deren Halbmesser zusammen den Abstand 
ihrer Centren nicht erreichen, haben keinen gemeinschaft- 
lichen Punct, auch liegt keine derselben im Innern der 
andern. 

Sind c und C (Fig. 8^ die Centren, und macht man in 
einerCenlriliniedasSlückcfi=r,soistcfi-fiC=r+*C=cC. 
Der Voraussetzung nach aber ist r+Ä<cCj mithin ÄC>R 
und b daher ein ausserhalb der Kugel C liegender Punct. 
Aber auch Jeder andere Punct m der Kugel c liegt ausser- 
halb der Kugel C. Denn nach ($. 4) ist mc-j-mG nicht 
kleiner als e & -f- 6 C, daher auch m C nicht kleiner als b C, 
mithin > jr C oder B. Es liegen also sämmthche Puacte der 
Kugel e ausserhalb der Kugel C. Auf gleiche Weise findet 
man, dass auch alle Puncto der Kuge) C ausserhalb der 
Kugel c sich befinden. 

Es haben also beide Kugeln keinen gemeinscbafUichen 
Pnnct und hegt keine im Innern der andern. 
§. 24. 

Zwei Kugehi, deren Centren um weniger als den Unter- 
schied ihrer Halbmesser entTernt sind, haben keinen gemein- 



,y Google 



- 26 - 

scbaßlichen Panel, auch liegt die kleinere Kagel gätvUich im 
Innern der grössern. 

Sind c nnd C (Fig. 9} die Cenlren, gcCh eine Centri- 
linie, und maclit man a c=t, so ist a ein Punct der Kugel e 
nnd bei der Voraassetzang R — r>>cC, 

R>f + cC>-«c + cC>-«C; mithin liegt derPnnct a 
der kleinem Kugel c im Innern der Kugel C. Aber anch 
mit Jedem andern Pnnct der Kngel c ist dies der Fall. 

Denn, wenn möglich, sey m ein Punct beider Kugdn, so 
ist mC — mc=R— r>cC, was nach §. 4 nicht seyn kann, 
da eines Punctes Abstandsnnterschied von zwei andern nnr 
= oder < als der Absland der letztem. Haben aber beide 
Kugeln keinen Pvnct gemeinschaftlich, so können sie sich 
auch nicht schneiden, und da nach Obigem ein Punct a der 
Kugel c im Innem ron C liegt, so mnss demzufolge die 
ganze Kugel c innerhalb der andern enthalten seyn. 
$. 25. 

Zwischen den Halbmessern zweier Kugeln nnd dem Ab- 
stand ihrer GenU'en können nur nachbemerkle Beziehnngen 
stattfinden: 

1. R + r=cCj daher R—r oder r— R<:cC. 

2. R — r oder r — B = cC, daher R + r>cC. 

3. R + r<cC, daher R — r oder r — R<(tC 

4. R — r oder r — Rx;C, daher R + rx;C. 

5. tl-\-r>-cC und R— r oder r— R zugleich »ccC. 
Nach §. 21—24 findet in den FSllen 1 nnd 2 Berähmng 

ohne Durchschnitt, in den Fällen 3 nnd 4 weder Be- 
rührung noch Durchschnitt statt. Hieraus folgt, dass wenn 
zwei Kugeln sich schneiden sollen, die Summe der Halb- 
messer grösser und ihr Unterschied zugleich kleiner als der 
Abstand der Centren seyn muss. 

Noch aber ist zu zeigen, ob äberall, wo R + r> and 
R — r oder r — R<;cC, Durchschnitt der betreffenden 
Kugeln erfolgt. 

Es sey nun R4-r> und R—r oder r — R<cC, so 
können nnr folgende Combinationen eintreten: 
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' Das GeDtnun der einen Kngel liegt 
entweder ausserhalb 
oder auf der Oberflüclie 
oder im Innern 
der andern Kogel. 

Erster Fall: Liegt C (Fig. 4) ausserhalb der Kngel e 
nnd sind a ond b die Dnrchschniltspnncte der Kngel c mit 
einer durch beide Centren gehenden geraden Linie, so (%llt 
der eine Dorchschnittspiinct der Kogel G mit dieser Linie 
für Jede Grosse des Halbmessers R ausserhalb der Kugel e, 
der andere dagegen in das Innere derselben, indem R>£ C 
und <; a G. 

DeimwegenR+r>cCistR>cG— f>cG — ioiC, 

ond wegen R— r<cCistR<r-t-cC<flc4-cG<:aG, 

für r—R<cCaber ist, dar für sich schon <aC, 

am so mebr....R<aG. 

Zweiter Fall: Fällt C (Fig. g) auf die Oberfläche der 
Kugel c , so liegt Tür jede Grösse des Halbmessers R der 
eine Durchschnittspunct der Kugel C mit Gc ausserhalb der 
Kugel c, der andere Durchschaillspunct dagegen im Innern 
derselben. Für R™r ist letzteres an sich klar; für R>r 
aber folgt dies aus der Voraussetzung R— r<:cG, denn es 
ist hiemach R<r + 4:G<;ac + cC<aC. 

Dritter Fall: Liegt G im Innern der Kngel c, so fällt 
für H^r (Fig. 6} ein Durchschnitlspnnkt der Kugel G mit 
der Gentrilinie ausserhalb der Kngel c, indem G b<:r, also 
auch «cR; der andere Durchschnittspunct dagegen wegen 
R— r<:cG in das Innere der Kugel c. Denn es folgt hieraus 
R<r + cG<öc + cG<aG. 

Für R < r fällt ein Durchschnitt in das Innere von r, weil 
unter dieser Voraussetzung am so mehr noch R<;r + cG 
'<ac-\-cC<zaC; der andere DurchschniU dagegen Mt 
wegen r—R<cC ausserhalb, denn es folgt hieraus r<;R+e G 
und da r=AG + cG, so ist auch AG + cG<R+cG, daher 
endlich aacä J^G<R. . 
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Da nun in o^^ Fällen, inweldien dieSnmme der Halb- 
messer zweier Kugeln grösser nnd ihr Untersctiied zugleich 
kleiner als der Abstand ihrer Centren, der eine Durchschnitts- 
pnnct der einen Kugel mit einer Centrilinie ia das Innere, 
der andere ausserhalb der andern Kugel fallt, so folgt (j§. 18}, 
dass zwei Kugeln sich in allen EäUen schneiden , wo die 
Summe ihrer Halbmesser grösser, der Unterschied derselben 
aber kleiner als der Abstand der Centren. 
$. 26. 

Zunächst ist nun zu untersuchen, ob der Dorchschnitt 
zweier Kugeln in nur einem einzigen Kreis erfolgt, ob Kugeln 
ausser den Panclen eines Dorchschnitls noch andere emem 
Durchschnitt nicht angehörige Puncte gemeinschaflllch haben 
können, endlich worin der Ort der Berührung zweier Kugeln 
besteht. 

Denken wir uns zu diesem Ende (Fig. 10} in be- 
liebigem Absland zwei Puncte v nnd c und sey e Gentrum 
einer Kugel mit constantem Halbmesser ca; jedoch kleiner 
als der Abstand v e. Femer sey v Centrum einer Folge von 
Kugeln, deren Halbmesser von o anfangend bis zu Jeder 
beliebigen Grösse stetig wachsen, es sey nemlich v das fixe 
Centnim einer veränderlichen Kugel , so wird , wenn man 
den yeränderlichen Halbmesser mit r und den constanten 
mit k bezeichnet und eine, die constante Kugel c in o und b 
schneidende Centrilinie zieht, wo a zwischen v und e und b 
über e hinausliegt, nach den vorhergenenden Betrachtungen 
folgendes eintreten: 

1. Ffir Jedes veränderliche r zwischen den Grenzen 

»a-undp* oder r+Axic und r — k^vc wird die 

constante Kugel von der veränderlichen geschnitten ; 

'■ 2. für f=oa oder r+*=pe findet Berührung von aussen; 

, 3. für r = p 6 oder r — *=(?c Berührung von innen; 

4. (ür/<CP(i önd>i3A endlich oder r + *<:pc und 
r~.k>vc weder Durchschnitt noch Berührung statt. 

Denken wir uns femer. eine Folge stetig wachsender 
Kugeln von T=-va bis zur Grösse r;=pAj. so ergiebt sich 
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hierdnrcb zagleich mindesteiis eine stetige Folge von Dnrdi- 
schBitten der veränderlichen Kugel mit der conslanten, deren 
keiner mit einem andern einen gemeinschafllichen Pnnct 
besitzt, vreil keine zwei Durclischnitte derselben Grösse 
des yeränderlichen Halbmessers entsprechen. 

Zieht man endlich aas a nach b aa( der Oberfläche der 
nnverändertichen Kngel c eine kngelische Linie der Art, dass 
von den stetig anf einander folgenden Puncten jeder einem 
andern dieser stetig folgenden Durchschnitte angehört, so 
wird dieser Constructiou zufolge von a anfangend Jeder 
folgende Punct der kogelischen Linie von c einen grossem 
Abstand haben als jeder vorhergehende und der Endpunct * 
den grössten Abstand — r A zeigen. 

Ein jeder Pnnct g dieser Linie kann als einem Durch- 
schnitt einer veränderlichen mit der constanten Kngel ange- 
börig, in demselben sich bewegen, ohne seinen Abstand von 
den beiden Centren v nnd c zn ändern , er kann also tun 
beide Centren in dem betrefiienden Darchschnitt rotiren. 

Macht nun g in dem betreffenden Kreis eine vollständige 
Rotation , so wird auch jeder andere Pnnct der Linie, wenn 
anders sein Ort nicht schon durch seine Abstände von den 
gegebenen Centren bestimm! war, oder seine Bewegung 
etwa deshalb unterbleiben muss , weil er sonst seinen Ab- 
sland von andern Puncten des Systems ändern würde, — 
nach $. 12 eine vollständige Rotation entweder zu machen 
gezwungen seyn, oder eine vollständige Rotation machen 
können. 

Man lasse also die voUständige Rotation des Systems, 
der kugelischen Linie um die beiden Centren v und c ein- 
Ireten, so wird nach dem Angefübrten ein jeder Pnnct der 
Linie einen besondern Kreis beschreiben, keine zwei Kreise 
werden einen Punct mit einander gemein haben, ein jedes 
Stück gk der Linie durchläuft demnach (§. 10} einen 
Flächenraum, begrenzt von den durch seine Endpnncte durch- 
lanfenen Kreisen, während die andere Grenze, welche die 
erzengende Linie in ihrer anHiaglicfaen und endlichen Lage 
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^bildet, durch das Wiedereintreffea in äirea orsprüaglichei 
Ort yerschwindet. 

Des so durchlaufenen Flächenslttckes sämmtUche PuncU 
sind von dem Cenlnun der conslanten Kugel gleich weit 
entfernt, und zwar im Abstand ae, weil Jedem Kreis der 
constanle Halbmesser ae angehört; die so gebildete Flache 
Ist daher ein Stück der conslantea Kugel, eine Kngelzone 
des Halbmessers a e. Ein je grösseres Stück der kugdischen 
Linie zu beiden Seiten des gegebenen Pnnctes g rotirt, ein 
um so grösseres Stück der constanten Kugel wird durch- 
laufen, Jeder Zuwachs der kugehschen Linie beiderseits führt 
also auch zu einem Zuwachs der Kugelzone, und zu einer 
Abnahme der blos von den Kreisen der Endpnncte der 
kagelischen Linie begrenzten Erg&nzungsstttcke. 

Diese Ergänzangsstncke verschwinden sammt ihreii Gren- 
zen, den Kreises, bis auf je emtnPnnd alsdann und nicht eher, 
als bis die Endpnncte der kugelischen Lmie Tom Centrom 
der veränderlidien Kugel die Abstandsgrenzen, unter dmen 
beide Kugeln noch gemeinsame Puncte haben können, erreicht 
haben, nachdem nemlich r — ca und r~vb geworden ist, 
da bei diesen Grenzen , und zwar bei der Anfangsgrenze, 
liein Stück der constanten Kugel mehr in dem Innern der 
veränderlichen, und bei der Schlnssgrenze kein Theil der 
«enstanten Kugel mehr ausserhalb der veränderlichen Kugel 
liegt, m beiden Fällen also das dort eindringende, hier aus- 
tretende Ergänzungsstück der constanten Kugel und somit 
auch seine in sich zurückkehrende Grenze selbst in einen 
einzigen Punct verschwunden ist. 

Bei diesen Grenzen also hat der Uebergang vom Darch- 
schnitt znr Berührnng statt. Die Berührungsorte sind An- 
fong und Schluss aller Durchschnitte, sie sind diejenigen 
Kreise, welche die völlig verschwundenen Ergänzungsstflcke 
begrenzen. Sie sind die AnfangsgUeder aller Kreise; sie 
sind mit einem Wort Puncte. 

Die Puncte a und b der kugelischen Linie sind also die 
einzigen, welche bei der Rotation des Systems ibren Ort 
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nicht äBdera. Die ganze Xogellscb« Lime, deten Anfangs- mti) 
Endpnnct jene Grenzabstände darbieten, beschreibt mithin 
bei der Rotation eines ihrer Functe um die zwei Gentren 
v nnd c eine völlig einschUessende, mil der constanlen Kugel 
identische Fläche, indem jeder Punct dieser Fläche der Con- 
stniction zuToIge den Absland a c vom Centmm e hat. 

Anf der ganzen Kugel werden durch die von den einzehien 
Pancten der kagelischen Linie durchlaufenen Kreise Zonen- 
elemente gebildet, deren Grenzen einander stetig nahe sind, 
so nemlich, dass zvrischen zweien unmittelbar auf einander 
folgenden Grenzen kein Pnncl mehr gedacht werden kann, 
und dass daher, wo immer man einen Punct auf der Kugel- 
fläche annehmen mag, derselbe nothwendig in einem dieser 
stetig folgenden ' Kreise liegt. 

Da nun eines jeden folgenden Kreises Punclevon v einen 
grossem Abstand haben als jeden vorhergehenden Kreises 
PuQcte, da also jeder einem bestimmten Durchschnitt nicht 
angehörige Punct der constanten Kugel einen Abstand von 9 
hat, entweder grösser oder kleiner als die Abstände, den 
die Puncte des Durchschnitts zeigen, so folgt, dass die 
conslante Kugel y an jeder veränderlichen,- oder überhaupt, 
dass eine Kugel von einer andern in nur einem eitmgen 
Kreise geschnitten werden kann und zwei Kugehn ausser den 
Puncten des Durchschnitts keine Puncto mehr gemeinschaft- 
lich haben, indem der einzige Durchschnitt die Kugel in zwei 
Theile trennt, deren einer nur Puncto enthält in kleineren, 
der andere nnr Puncle in j^öjseren Abständen vom Ceutrum 
der durchschneidenden Kugel, als ihn die Functe des Durchs 
Schnitts zeigen. 

Es folgt also auch, dass Berührung zweier Kugeln nur 
alsdann statt hat, wenn die Summe oder der Unterschied 
der Halbmesser gleich demAbstand der Centren, und zwar in 
beiden Fallen nur in einem einzigen, in der geraden Centri- 
linie liegenden Puncle. 

Bei unsem Betrachtungen gtengen wir von der Vorans-: 
l aus, dass wenn ein Punct g der kugelischen Linie 
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rotirt, jed« andere Fnnct, dessen Ort nicht schon durch 
seinen Abstand vod den gegebenen Centren bestünmt ist, 
gleichfalls roliren mOsse and nicht in Rohe bleiben könne. 

Die Annahme , als könnte ein Punct einer kugelischen 
Linie, der durch zwei Pimcte noch nicht bestimmt ist, bei 
der Rotation des Systems in Rabe bleiben , zeigt sich bei 
der Belrachtnng als anstatthaft, dass in diesem Falle bei der 
Rotation der Linie mehrere völlig einschliessende und nur 
mit dem in Ruhe bleibenden Pmicte verbundene Fliehen 
entstanden, die ein und dasselbe Centrum hätten, was nach 
(§. 16) niunOglich. 

$. 27. 

In dem gegenwärtigen Paragraphen soll ein Ueberblick 
der hier gefundenen liöchst wichtigen Kugelsätze mit einigen 
unmittelbar daraus abgeleiteten weitem Sitzen gegeben 
werden. 

1. Zwei Kugeln schneiden sich in einem einzigen Kreise, 
wenn die Summe der Halbmesser grösser, ihr Unterschied 
sbw kleiner als der Abstand der Centren. 

2. Zwei Kugeln berühren sich von aussen, im Fall 
die Summe, und von innen, im Falle der Unterschied der 
Halbmesser dem Abstand der Centren gleich kommt, and 
zwar in einem einzigen der durch die Centren ziehenden 
geraden Linie angehörigen Punct. 

3. Der Ort eines Punctes in gegebenen Abstünden von 
zwei andern ist ein Kreis, wenn seine Abstandssumme von 
diesen Puncten grosser, sein Abstandsunterschied von den- 
selben aber zugleich kleiner als der Abstand dieser Puncte. 
Zugleich sind letztere Cenlren dieses Kreises. 

4. Der Punct ist durch seine Abstände von zwei andern be- 
stimmt, wenn entweder die Summe oder der Unterschied dieser 
Abstände dem Abstand der gegebenen beiden Puncte gleich ist. 

5. Durch zwei Puncle ist daher auch nur eine einzige 
Linie möglich, derenJedenPnncles entweder Abstandssumme 
oder Abslandsunterschied von den gegebenen Puncten dem 
Abstand derselben gleich ist. 
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Da nun der geraden Linie Jeden Ponctes entwed« Ab- 
slandssumme oder AbslandsuDtersctiied von Jedem Paar 
ihrer Puncte gleich dem Absland der lelztern, so folgt, dass 
jede Linie dieser Kigensctiafl eine gerade ist, und dass durch 
zwei Puncto nur eine einzige gerade , ein einziges Längen- 
minimum gezogen werden kann. 

6. Aus zwei Puncten lässt sicli mit Halbmessern, deren 
Summe gleich oder kleiner, oder deren Unterschied gleich 
oder grösser als der Abstand dieser Poncte, kein Kreis 
constniiren. 

7. Ans jeden zwei Puncten lässt sich mit Jeden zwei 
Halbmessern, deren Summe grösser und deren Unterschied 
zugleich kleiner als der Abstand dieser Puncle, ein Kreis, 
und zwar ohne Verwechslung der Halbmesser nur ein einziger 
constmiren. 

8. Ist in bestimmten Abständen von zweien Puncten mehr 
als ein Pnnct gegeben, so ist der letztem Abstandssumme 
von den erstem grösser , und ihr Abstandsunterschied von 
denselben zugleich kleiner als der Abstand beider Puncle. 

9. Rolirt ein Punct einer geradea Linie um einen andern 
derselben, so rotiren alle andern Puncte der geraden und 
alle treten zugleich mit dem ersten in ihren ursprünglichen 
Ort wieder zurück. 

Beschreibt der rotirende Punct eine in sich zurückkehrende 
kugelische Linie, so durchläuft die gerade Linie einen Flächen- 
raum , dessen Grenze die von dem entferntesten Punct der 
geraden durchlaufene kugelische Linie ist. 

10. Eines Jeden ausserhalb einer geraden Linie befind- 
lichen Punctes Abslandssumme von Jedem Paar Puncte dieser 
Linie ist grösser und sein Abslandsunterschied von dem- 
selben zugleich kleiner als der Absland des Punctenpaares. 

11. Ein Punct kann mit zwei andern aar zweierlei Ab- 
staodsverbältnisse darbieten. 

a. Entweder ist seine 

Abstandssumme oder sein Abstandsnnterschied von 
den beiden andern gleich dem Abstand der letztern, 
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• b. oder es ist 

seine Akstandssnimne Ton den beiden andern gr&sser, 
sein Abslandsnnterschied von denselben zugleich aber 
kleiner als der Absland der letztero. 
Je nachdem ein Punct mit zwei andern das ersis oder 

das zweite Abstandsverhältniss darbietet, sagen wir, er bilde 

mit ihnen eine gerade oder krumme Ternion. 

12. Bildet von drei Puncten der erste mit den beiden 
andern eine gwade od« kramme Ternion, so bildet auch der 
zweite mit dem ersten und dritten, und der dritte mit dem 
ersten und zweiten eine gerade, resp. krumme Ternion. 

13. Jedem Puncl einer Kugelfläche entspricht in grdsslem 
Abstand =Zr auf der Oberfläche nur ein eioziger Pnnct 
nnd zwtu* der Dnrchschnitlsponct der durch den gegebenen 
Puact und das Centnim gehenden Geraden und der Kugel. 

$. 28. 

Bei einem Paar discrti folgender Puncto kann zweierlei 
in Betrachtung kommen , ersthch ihr Abstand , sodann das, 
was durch sie bestimmt wird, also der Ort der durch sie 
gelegten geraden Linie. 

Zwei stetig folgende Puncto haben keinen Abstand , die 
Betrachtung einer Grösse f3lit bei ihnen bmw^, dagegen 
bestimmen auch sie wie zwei discrete Puncte den Ort einer 
geraden Linie. Die Unterscheidung zweier stetig folgenden 
Puncte als Terschiedene Punde ist daher in der letzten Be- 
ziehnng nicht zwecklos. 

Nach dem Vorhergehenden giebt es nur zweierlei Ter- 
nionen discret liegender Puncte, nemlich: 

1) solche, deren Jeden Punctes entweder Abslandsssrome 
oder Abstandsunterschied von den beiden andern gleich 
ist dem Absland der beiden andern ; 

2) solche, deren jeden Punctes Abstandssumme von den 
beiden andern grösser und Abstandsunterschied zu- 
gleich kleiner ist als der.Abstand der beiden andern. 

Bestände die Linie in eiser Scumne von Abständen discret 
aufeinander folgend»- Pnncts, so kOule dieser Umstand-zur 
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Eiaftiilaag der Usiv» bentttst werdet. Allein stetig folgende 
Panete bfJ>eD keinen Abstand, initbin bestebt anch zwischen 
ihnen kein arilhmelisches AbstandsTerhältniss. Indessen giebt 
es wie bei ^screlw Ternionen auch bei den steligM Ter- 
nionen bot zweierlei Arten. 

Unterscheiden wir daher bei stetigen Ternionen den mitt- 
lem Pnnct Ten den beiden andern nnd bezeichnen ihn als 
Scheitel nnd die beiden andern als NachbarpHncte , so liegt 
der Scheitel entweder in der durch die Nachbarponcte 
gehffiden geraden Linie oder nicht. 

Wir wollen die Ternionen jener Art ebenfalls gerade 
TemionM , die der andern Art krumme Ternionen nennen. 

Die Linien aller Art enthalten daher nar zweierlei stetige 
PnnctenleTaionen und lassen sich hiemach eintheilen: 
- 1. ia solche, deren sSmmtlicbe Ternionen stetig folgender 
Psncte gerade sind; 

2. in solche, deren sämmtliche TemioneB stetig folgender 
Pnncte krumm sind; 

3. in solche , deren Ternionen stetig folgender Puncte 
' theils gerade, theils krunim sind. 

Zu den Linien Ziff. 1 gehört einzig die gerade Linie nnd 
für sie haben wir bereits CS- 27) eine von stetigen Ternionen 
nnabhangige Definition gewonnen. Die Linien Ziff. 2 heissen 
kmmme Linien oder Cnrren; die Linien Ziff. 3 gemischte 
Linien im weitesten Sinne. 

Unter den gemtscbten Linien sind besonders hervorzu- 
heben Linien, deren einzelne Ternionen stetig folgender 
Poncte mit entfernt folgenden Scheiteln knimm, alle übrigen 
Ternionen aber gerade sind. Solche Linien führen den Namen 
gelH-ochene Linien und im Falle eine gei)rodiene Linie nur 
eine einzige kmmme Ternion stetig folgender Puncte entfafilt, 
Winkellinien oder s(^echtweg Winkel. 

Winkel ist also eine ms zwei einseits begrenzten geraden 

Linien in ihrra Grenzen d^art zusammengesetzte Linie, dass 

keine äenielben mit der »Bdera oder ihrer Verlängerung 

loMBrnratUt , beide rerlABgert atisser dem Verelnigungs- 

3* 
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ptinct keinen andern Pnnct mehr gemeinschBllltch ' haben. 
Der Tereinignngspimct heisst, wie oben bemerkt, Scheitel, 
nud die den Winkel bildenden geraden Linien Schenkel. 

Eine ans einem Pnnct des einen Schenkels nach einem 
Pnnct des andern Schenkels gezogene gerade Linie hat mit 
beiden geraden ansserdem keinen Funct gemein , weil sie 
sonst mit der ganzen Winkellinie zusammenfallen miisste, 
was unmöglich. Es bildet daher auch diese Verbindungs- 
linie mit jeder der beiden Schenkel einen Winkel und es 
entsteht durch die geradlinige Verbindung eines Schenkel- 
pnnctes mit einem Pnnct des zweiten Winkelschenkels eine 
dreiwinklige oder dreimal gebrochene, einschliesSende Linie, 
genannt Dreieck, eine Fignr von drei Seiten und drei Winkeln, 
eine Figur, deren Jede Seite als Längenminimum, dergleichen 
zwischen zwei Puncten nur ein einziges möglich, eine klei- 
nere Länge besitzt als die beiden andern zusammengenommen; 
daher auch der Winkel als eine derartige Verbindung zweier 
geraden in ihrem einen Ende bezeichnet werden kann, bei 
welcher der Abstand eines Jeden Panctes des einen Schenkels 
von Jedem Puuct des andern Schenkels kleiner als die Ab- 
standssumme beider Puncte vom Scheitel. 

So wie die Winkel- und gebrochene Linie sich Ton der 
geraden Linie nnr dadnrch unterscheidet, dass jene nur aus- 
nahmsweise einen oder einzelne krumme Temionen stelig 
folgender Puncte mit discrel auf einander folgenden Scheitebi 
enthält, so sind auch umgekehrt Linien möglich, die sich 
von den Gurren durch den Besitz einzelner geraden Ter- 
nionen stetig folgender Puncte unterscheiden und die dann 
nach der hier gegebenen Definition strenge genommen nicht 
mehr zu den Cnrven gehören, gleichwohl aber diesen bei- 
gezählt und als Corven mit besondern Pnncten, deren es 
mancherlei giebt, bezeichnet werdea 

' Da in der Regel alle Ternionen stetig folgender Pancte 
der Curven krumm sind, d. h. der Art, dass kehie drei stetig 
folgende Puncte in derselben geraden Linie liegen, so folgt, 
dass wie klein immer ein Currensttlck genommen werden 
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mag, dasselbe nicht mit allen Pnnclen in das seine End- 
pancte verbisdende Stück gerader Linie fallen kann, weil 
wenn z. B. ausser dem Endpnnct noch der erste stetig fol- 
gende Fanct in die gerade fiele, der Definition der Cnrre 
zufolge nicht anch der zweite stetig folgende Ponct in die- 
. selbe Gerade fallen könnte. 

Nun ist aber ($. 3} ein Linienstück, dessen nur ein 
Punct ausserhalb der durch seine Grenzen gelegten geraden 
Linie sich befindet, von grösserer Länge als dieses Stück 
gerader Linie, deshalb lassen sich die Corren, will man die 
Einführung steliger Temionen umgehen, anch definiren als 
Linien, deren jeden Stückes Lange grdsser als das seine 
Grenzen verbindende gerade Linienslück, wie klein immer 
das CnrrenstOck gedacht werden mag. 
$. 29. 

So wie die gerade Linie bestimmt ist durch zwei Funcle, 
so ist der Winkel bestimmt durch drei Puncte, nnd zwar 
durch den Scheitel als gemeinscbaflUchen Punct beider 
Schenkel und zwei andere den beiden Schenkeln angehörige 
Puncte. 

Dabei müssen die drei Puncte eine krumme Abstands- 
temion oder eine krumme stetige Temion bilden, weil andern- 
falls durch diese drei Puncte nur eine einzige gerade Linie 
möglich wäre nnd sonach kein Winkel entstände. 

So wie durch zwei Puncto femer nur der Ort der geraden, 
nicht aber ihre Länge, sofern sie nicht als Grenzpuncte be- 
zeichnet werden, bestimmt ist, so wird durch drei Pmicte 
auch nur der Ort der WinkelUnie, nicht aber die Länge der 
Schenkel bestimmt. 

Indessen ist es anch in der Hegel nicht die Länge der 
Winkellinie, welche in der Geometrie untersucht zu werden 
pflegt; sondern es sind diess gewisse Grössen, als Linien, 
Flächen, welche zur Winkellinie in bestimmter Beziehung 
stehen, und worüber das Nöthige in der Folge gesagt 
werden wird. Vorerst ist lediglich die Betrachtung zweier 
Winkel dahin, nöthig, ob dieselben einander gleich sind oder 
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nlcbl, d. h. 0b Seheitel and Schwkel des NDOBWiakels mit 
Scbeitel und Bcbesliel des aadera Winkels ab«' eiBand« 
gebracht werden höniMn oder sieht , wobei die SGheBkel7 
lOBge der btideB Winkel ganz gleicbgüllig^ist und bei gleit^ea 
WiBk^ Terschieden, und smgekriut bei TersehiedeaeB 
Winkeln gleich seyn kann. 

$. 30. 

Sisd zwei PuBcte Centren eines Kreises , so sind saiA 
alle Poncte der durch dieselben gehenden gcradm Linie 
Centren desselben, oder die gerade Linie ist CaBträiBie 
eiBes Kreises , sobald nur zwei ibrer Poocte CentroB des* 
selben sind. 

Ist (Fig. 2) b ausserhalb der Geraden ac oad und 
a und c beUebige Poncte der letztem, so ist a^+io- 
nnd ba—bc oder bc~ba<.acxmä es gehört der Punct & 
einem Kreis an, dessen Centrea a und e sind. Nqb bilde 
man das Dr^eck abc, nnd rotire des Systems ^ilze ( um 
die Cenä^i a und c, so rotiren nach (§. 27j zugleich alle 
PoBCte der b a und bc um a and c , während die Pnncte 
der Geraden ac ihren Ort hierbei nicht Andern können, da 
die gerade Linie a c durch die beiden Pnncte a und c be- 
stimmt ist. Das System selbst erleidet aber in den Ab- 
standsverhältnissen der einzehieu Puncte während der Be- 
wegung keine Aenderung , es bleibt also der Punct b bei 
der Rotation von Jedem Punct A oder m der Geraden ac 
unverSndert in seinem einmal gegeben» Abstand , oder es 
sind alle Pincte des von b beschriebenes, den Centrea 
a und c enlsprecbenden Kreises zugleich mioh von jedem 
andern, seinen Ort während der Rotation nicht gnderndea 
Punct der geraden ac gleich weit entfernt, oder es ist, wenn 
a und e Ceniren des von 6 beschriebenen Kreises sind, auch 
jeder andere Pnnct der durch a und c gebenden geraden 
Linie Centram dieses Kreises. 

S- 31- 

CongTuenl nennt man nicht denselben Ort im Ramn eia- 
oebmende RaomgrCssen, wenn ohne Aenderung irgeifd eines 
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daraiTorfctmiMBdeB GrössenrethakBisses die eine durdiBe- 
wegnng mit der andern der Art vereinigt werden kann, dass 
wechselsweise jeder Punet der einen Raumgrösse zugleich 
Pond der anduii ist. 

ßei jedem Paar congruenter gebrochener Linien mOssen 
die einzelnen Seiten der einen Figur den einzelnen Seiten 
der andern in derselben Ordnung und ebenso die corre- 
^oodirenden Winkel in beiden einander gleich seyn;.eine 
Folge des Uebereinanderlegens der Seiten ist nemlich die 
Gleichheit der correspondirenden Seiten und Winkel Nicht 
umgekehrt folgt nothvrendig die Congruenz der Figuren aus 
der Gleichheit der correspondirenden Seilen und Winkel 
$. 32. 

Zwei Dreiecke sind congment , daher auch die Winkel 
des einen den correspondirenden Winkeln des andern gleich, 
wenn die Seilen des einen einzeln genommen den Seiten 
des andern einzeln genommen gleich sind. 

Sind ac, ab und bc in dieser Ordnung gleich den 
gleichnamigen Seiten AC, AB, BG, so deiüie man sich 
a, b, k und B als Cenlren von Engeln, deren Halbmesser 
in derselben Ordnung ae, bc, AC und B G sind. 

Bnngt man nun die Eugel a c mit ihrem Cenirum nach A 
und jene b c mit ihrem Centrura nach B, so bleibt der .ab- 
stand der Centren a und h unverindert ond die Gerade a b 
ßlU mit jener AB zusammen; desgleichen fallen nun auch 
die Oberfiachen der Kugeln a und A, so wie jene der Kugeln 
b und B, als Flächen concentrischer Engeln gleich grosser 
Halbmesser zusammen, und somit auch der Durdischnitt der 
Kugeln a und b mit jenem der Kugeln A and B. 

Hieraus folgt, dass sobald das Dreieck ahc mit jenem 
ABC der Art vereinigt wird, dass a anf A und b auf B 
fällt , die Scheitel c und G in einem und demselben Kreise 
liegen , nemlich in dem Kreise , der den Gentren A und B 
und den Halbmessern ac=AC nnd6c = BC entspricU 
und dass daher des Dreiecks ahc Spitze c entweder mit 
dc«B BliateiU der FoDctea tud 6 inAoudBrnit der Spitze G 
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znsammenMl oder durch Rotation um ab sofort mitC tbt- 
einigt werden kann. 

Liegt nnn aber e in C, so fUlt auch die Gerade ac mit 
A C tind be mit B C zosammen , es decken sich also die 
Seiten beider Dreiecke wechselseilig, oder es liegt wechsel- 
seitig keinPanct des einen Dreiecks ausserhalb dem and«^, 
die Dreiecke sind congnient , nnd demnach auch die von 
den sich deckenden Seiten gebildeten Winkel einander gleich. 
$. 33. 

Wenn zwei Seiten eines Dreiecks zweien Seiten eines 
andern einzeln genommen mid überdies die von ihnen ge- 
bildeten Winkel in beiden einander gleich sind, so sind diese 
Dreiecke congnient , daher alle übrigen conespondirenden 
Stücke, als die dritte Seile nnd die beiden andern Winkel 
einzeln genommen in beiden Dreiecken einander gleich. 

Sind nemlich die gedachten Winkel gleich, so lassen sich 
Scheitel nnd Schenkel beider über einander bringen. Geschieht 
dies nnn in der Weise, dass die correspondirenden Schenkel 
resp. Seiten zusammen fallen, so treffen anch die Endpuncte 
der letztem in beiden Dreiecken zusammen, mithin aach die 
dritten Seiten, also die ganzen Dreiecke. 

S. 34. 

Zwei Winkel sind einander gleich, wenn die Schenkel- 
stücke in beiden einzeln von gleicher Länge vorausgesetzt, 
die Endpnncte der Schenkel in beiden Winkeln denselben 
Abstand haben; weil in diesem Falle die Dreiecke, welche 
durch Verbindung dieser Endpnncte mittelst einer geraden 
Linie entstehen , drei Seiten einzeln gleich haben , daher 
nach C$. 32) auch die correspondirenden Winkel gleich 
sind. 

$. 35. 

Zwei Winkel sind einander nicht gleich , wenn unter 
obiger Voraussetzung die die Schenkelenden verbindenden 
geraden Linien ungleich sind. 

Wären die Winkel nemlich gleich, so mässten nach ($. 33) 
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anch diese geraden Verbindungslmien es seyn^was der An- 
nahme widerspricht. 

$. 36. 

Hat ein Winkel mit einem andern den Scheitel and einen 
Schenkel gemein, so sind beide einander gleich, sobald ein 
Puncl des zweiten Schenkels des einen Winkels demselben 
Kreis angehört, den der in gleichem Absland vom Scheitel 
liegende Punct des zweiten Schenkels des andern Winkels 
bei Rotation des Winkels um den Scheitel und den gemein- 
schädlichen Schenkel beschreibt Andernfalls sind beide 
Winkel ungleich. 

Denn sind c and c h (Fig. 1 1) der gemeinschaftliche Scheitel 
and Schenkel der Winkel acbmtä gcb, iiaäislac=ge 
und m der darch Rotation des Poncles g xaach beschriebene 
Kreis , so ist , sobald der Fanct a dem Kreis m angehört, 
ah^gh, daher wegen Congnienz der Dreiecke acb und 
ff cb auch der Winkel ac& gleich dem correspondhendea 
Winkel geb. 

Liegt aber a nicht im Kreis fn, so ist, da zwei gegebene 
Kugeln sich nur in einem einzigen Kreise schneiden, bei der 
Voraussetzung ac ^ cg, der Absland ab von Jenem gi, 
nnd demzufolge nach ($. 35^ anch der Winkel ach von 
(enem geh verschieden. 

S- 37. 

Eine Flache, durch deren jede zwei Puncte sich eine 
gerade Linie ziehen lasst , deren sämmtliche Puncte in die 
Fläche fallen, heissl ebene Fläche oder Ebene. 

Eine Fläche, deren kein Theil eben, heisst krumme Fliehe. 
§. 38. 

Werden die beiden Schenkel eines Winkels Aber den 
Scheitel hinaus verlängert, so entstehen drei weitere Winkel, 
nemlich : 
a ein Winkel , den der erste Schenkel des gegebenen 

Winkels mit der Veriängerung des zweiten, 
b ein Winkel , den der zweite Schenkel des gegebenen 
mit der Verlängerung des ersten, 
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e etnWiskel, den die beiden VerläDgemngeBiiüt einander 

bilden. 
Von diesen Tier Winkeln heissen jede zwei , die einen 
gemeiBsehafUichen Schenkel besitzen, Nebenwinkel und jede 
z wei, die keinen gemeinschaftlichen Schenkel haben, Scbeitel- 
winket. 

Sind zwei Nebenwinkel einander gleich, so heissen sie 
rechte Winkel, der gemeinschaftliche Schenkel gleicher Neben- 
winkel wird Senkel oder Loth auf die andern in einziger 
gerader Linie liegenden Schenkel genannt. 

S- 39. 

Ist a 6 eine gerade Luiie , und ein Pnnct k ansserhalb 
dieser Geraden von zweien Puncten a and b derselben gleidi 
weil entfernt , so steht die durch h und die Mitte von a b 
ziehende Gerade senkrecht auf letzterer, auch hat sofort 
jeder andere Fund des Senkels von den gedachten Puncten 
a und b nicht nur, sondern Yon jedem andern Paar Puncte 
P und q der Geraden a b gleichen Absland , welche vom 
Fusspiinct c des Senkels gleich weit entfernt süid. 

Sätze, deren Richtigkeit aus der Congruenz der be- 
treffenden Dreiecke erhellt. 

S- 40- 

Macht (Fig. 12) der Puncto des im vorigen Paragraphen 
bezeichneten Systems eine voDstSndige Rotation um die 
Puncte o und b^ so verlässt der Fnsspunct c des Senkels 
als Pnnct der Geraden ab seine Stelle nicht; es ist also 
dieser Pnnct gleichfalls lixes Centrum und es beschreibt 
(§. 27} dabei der Senkel eine Fläche , begrenzt von dem 
durch den Endpunct der Geraden beschriebenen Kreis. 

Ein jeder Punct der so erzeugten Flache ist, wenn die 
Puncte a und b der Rotationsachse vom Fusspnnct c des 
rotirenden Senkels gleichen Abstand haben, nach dem vor- 
hergehenden Paragraphen vom einen dieser Puncte soweit 
entfernt wie vom andern, weil Jeder als Punct des Senkels 
inirgend einer bei derBotation eingenommenen Lage erscheint 
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Ein jedes Paar puacte « ond b der Rotationsachse ia 
gleichem Alistand vom Fasspunct des Seakels wollen wir 
Bichtpnnctenpaar oder correspondirende Richtpnncte; die 
Rotationsachse Richtinie der Fläche, diese selbst femer 
rechtwinklige Bolationsfläche, den rotirenden Senkel endlich 
Erzengangslinie nennen. 

$. 41. 

Jeder Punct, der von einem unter zwei correspondireaden 
Richtpuflclen einer rechlwinkligen Rotationsflache so weil 
entfernt ist wie vom andern, liegt nothwendig in dieser 
Fläche ; jeder ausserhalb derselben befindliche Punct bat von 
den correspondirenden Richtpnncten daher angleiche Ab- 
stände. 

Ist (Fig. 123 ck dieErzengungs-, ab die Richtlinie und 
a und b ein Paar correspondirender Richtpnncte, so hat von 
allen Pancten der Erzengangslinie der Fusspanct c den 
kleinsten Absland von a und ö, da a g+gö>-at»^ac+cb, 
daher ag:>ac; es ist femer ga:>gc — ca; wächst nun gc 
ohne Ende, während ca conslant bleibt, so wächst auch ga 
ohne Ende und da eine stelige Veränderung von gc nur eine 
stelige Aendemng von jrinacb sich ziehen kann, so folgt, 
dass es keinen ca übersteigenden Abstand zweier Pnncte 
giebl, der nicht gleich käme dem Abstand irgend eines 
Punctes der Erzeugungshnie vom Ridilpunct a; und hieraus 
fem«, dass auch die Rotationsßäche selbst Pancle in jedem 
nur denkbaren, ca übersteigenden Abstand von den Richt- 
pancten enthalten mnss, deren Ort ein vom betreffenden 
Punct der Erzeugungslinie durch Rotation um die gegebenen 
Richtpnncte beschriebener , also in der Rotationsfläche lie^ 
gender Kreis ist Nun giebt es aber für jedes Paar unter sich 
gleicher Halbmesser aus gegebenen correspondirenden Richt- 
pnncten nur einen einzigen Kreis , dieser liegt in der Ro- 
tationsfläche , jeder Punct femer, der von zweien solcher 
PuDCle gleichen Absland hat , liegt in einem dieser Kreise, 
daher auch in der rechtwinkligen Rotationsfläche, und hieraas 
folgtj dass jeder ausserhalb derselben befindliche Punct von 
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Eetienaagai bai. 

$. M. 
.^is Jeden zwei Pmiclea «oer rechtwinkligni BoUtJons- 
fliche Usst sich mit üalbmesseni gleidi den Abstinden von 
Jedem beliebigen Richtponct ein dnrdi diesen und dencorre- 
spondirenden Ilicbtpmict g^eader Kreis constniren. 

Sind a and b (^Fig. 13} zwei beliebige Pimcte der Ro- 
taUonsfliche , g mid k irgend zwei comspoBdimde Bicht- 
pnicle derselben, so ist 

ga = ka 
mid gb=hb, 
dabo* so-dk nach ($. 27) 

ga+gb>'ab and 

oder gb — ga) ' 

folglich lässt sich nach demselben Paragraphen ans a und b 
mit den Halbmessern g » und j/ 6 ein dorob die Bif^tpiincle 
g und A gebender Kreis constmiren. 

$. 43. 
Kxlrteui der Ekeae. 

Die rechtwinklige Rotationsfläche ist eine Ebene. 

Man lege darch zwei beliebige Pancle a und b der Fliehe 
eine gerade Linie and construire , was nach dem vorigen 
Paragraphen möglich, aus diesen Punclen einen durch irgend 
zwei correspondirende Richlpnncte ff nnd h gehenden Kreis, 
so ist nach ($. 30} auch jeder andere Punct p der Geraden a b 
Centnim dieses Kreises, es hat also jeder andere Panct p 
dieser Geraden auch von den correspondirendenRichtpnncten 
ff nnd A als Kreispnncten gleichen Abstand und erscheint 
demgemäss ($. 41} zugleich als Punct der Rotationsfläche. 

Die durch zwei beliebige Puncto einer rechtwinkligen 
BolalionsB^che ziehende gerade Linie liegt also mit allen 
Punclen in dieser Fläche. Es ist diese Fläche somit eine 
Ebene. 
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$. M. 

Die ans einem Pnnct im Innern eines völlig begrenzten 
Ebenenstficlis in der Ebene gezogene, beiderseits unbegrenzte 
gerade Linie durchdringt die Grenze dieses Fläcbenstflcks 
beiderseits in mindestens einem Pnoct. 

Denn ein jeder Punct c (Fig. 14} im Inoern des Ebenen- 
stflcks hat von jedem andern Pnnct des lunern, so wie der 
Grenze einen bestimmten übersteiglichen Abstand. Da nun 
die darcb c gehende, in der Ebene liegende Gerade beider- 
seits von c in jedem beliebigen Abstand einen Pnnct bat, 
also aucb Puncle in Abständen, die den Abstand aller Puncte 
des Ebenenstückes und seiner Grenze von c übertreffen, 
so sind Pancte p und q der Geraden ausserhalb des be- 
grenzten Ebenenstücks und zwar in beiden Theilen der 
Geraden enlhallen , daher mnss zwischen c und q sowohl 
als aucb zwischen c und p mindestens ein Durchschnitt der 
Geraden mit der Grenzlinie erfolgen. 
S- 45. 

Wenn eine Ebene mit einer andern oder einer recht- 
winkligen Rotationsfläche drei in krummer Ternion befind- 
liche Puncle gemein hat, so sind sie identisch, d. h. es ist 
sofort wechselsweise jeder Punct der einen Ebene zugleich 
PuDct der andern , resp. der Botationsfläche; auch sind alle 
Ebenen zugleich rechtwinklige Botationsflächen. 

Durch drei nicht in gerader Linie liegende Pancte, durch 
ein Dreieck oder durch zwei nur einen Pnnct gemeinscbafl- 
lieh besitzende gerade Linien ist daher anch nur eine einzige 
Ebene , eine einzige rechtwinklige Rotationsfläche möglich, 
die Ebene ist durch drei Puncle in krummer Ternion bestimmt. 

Sind a, b und c (Fig. 15} gemeinschaitliche Puncte 
zweier Ebenen I und 11. und liegen diese Pancte in krummer 
Ternion, so liegen auch die Geraden ab, bc, ac in beiden 
Ebenen zugleich. Nun ziehe man aus irgend einem Punct m 
im Innern der in der Ebene I liegenden Dreiecksfläf^e eine 
unbegrenzte Gerade AA in I, so wird diese die in bei<tea 
Ebenen zugleich liegende Grenze beiderseits in mindestens 
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eiBon Pmele, ilso in Gaum nindesleBS in zwei Pnacten 
dHreMriiigeB. Alsdaaii aber hal die Gnade kk mit beiden 
Ebeim zwä Pmicte gmieiii, Hegt also mit dies Fmetea, 
also aflch mit dem Pmict m in beid« Ebeneii a^dL Es 
ist mithin jeder INmct im Iniieni des dw Ebene I ange- 
höriges Dreiecks zu^idi Pnnct der Ebene IL 

Aber anch Jeder Pnnct n der ^ene I aosserbalb der 
Dreiecksgrenze ist zBgteidi Panct da Ebene IL Denn ver- 
bindet man einen soldien Paact » der Ebme I nnt dem 
Pnoct M der Ebene (I nnd Q) durch eine Gerade nn, so 
ffloss diese als in der Ebene I li^end die Grenze des Drei- 
ecks in irgend einem Punct r durchdringen. Alsdann hal 
di«e Gerade mit beiden Eboiea zwei Pnncte m nnd r 
gemein , also alle Poncte , nnd es ist mithin audi n tsa ge~ 
meinsdiaftlicher Panct beider £ben«L 
Falgeruns- 

Da die Eigenschaft der ret^twinkligen Rotatationsflit^e, 
dass eines jeden Pnnctes Abstand ron einem unter zwei 
coirespondirenden Richlpuncten gleich ist dem Abstand vom 
andern derselben, nur der Rolalioiisfläche zukommt ($. 41} 
and jede Ebene zugleich eine rechtwinklige Rotationsfläche 
ist, so ist Jene Eigenschaft auch ein ausschUessliches Merk- 
mal der Ebene nnd es lässt sich mithin die Ebene onab- 
hän^ von der geraden Linie definiren als Fläche and Ort 
aller Fände, deren Jeder von einem nnter zwei gegebenen 
Pancten so weä eotfenit ist wie vom andern. 
$. A6. 

Die Ebene besitzt nicht blos für einen bestimmten Panct, 
den wir frfiher als Scheitel bezeichneten, sondern üb jeden 
Ponct eine Richtlinie. 

Man denke sich zwei Ebenen I und n durch Rotation 
einer Erzengungslinie um die Richtlinie entstanden, uad zwar 
die Ebene I in Verbindung mit der Richtlinie selbst. Ver- 
ein^ man nun den Fusspunct der Richtlinie der Ebene I mit 
einem beliebigen Pnnet der Ebene H, und rotirt die Mme I 
■n dieMD Poact, bis noch zwei andere mit ihm in kranwr 
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Ternion befindüche Piincte in 11 getalleo, so sind beide Ebenen 

identisch nnd die Richtlinie der Ebene I ist somit auch zugleich 

Richtlinie der Ebene n in dem willküfUch gewählten Fnnct. 

S- 47. 

Erstreckt sich eine Ebene durch drei Pnncte in krummer 
Ternion, eine andere aber nar durch zwei dieser Puncte, so 
heben beide Ebenen die durch beide gemeinschaflliche Puncto 
sich erstreckende gerade Linie, ausserdem aber keinen Punct 
mit ^nander gemein. 

Denn die durch beide Puncte gehende Gerade liegt m 
beiden Ebenen zugleich, da sie mit beiden zwei Funde ge- 
mein hat. BesBSsen die Ebenen nun noch eines dritten, nicht 
in dieser Geraden liegenden Punct gemeinschaftlich, so fielen 
beide gänzUch zusammen, mithin w äre auch der dritte Fnnct dw 
gegebenen Ternion gemeinschadlicher Punct beider Ebenen, 
was der Annahme widerspricht. 
§. 4S. 

Eine Linie, deren sämmlliche Fsncte in ein und derselben 
Ebene liegen, deren jeder Pnnct also von einem unter zwei 
gegebenen Puncten so weit wie vom andern entfernt ist, 
heisst ebene Linie. 

Hiemach sind von allen Kreisen zunächst diejenigen ebene 
Linien, die als Durchschnitt zweier Kugeln von gleichen Halb- 
messern erscheinen. 

S- *9- 

Keine in sieh zurückkehrende ebene Linie hat in ihrer 
Ebene ausserhalb des von ihr begrenzten Ebenenstücks ein 
Centrum. 

Ist (Fig. 14) ar y die ebene Linie, g ein Punct der Ebene 
ausserhalb und c ein solcher innerhalb des begrenzten Ebenen- 
Stücks, so erfolgt, da alle Puncto der durch q und c gehenden 
Geraden in der Ebene liegen, zwischen q nnd c nrindestens 
ein DDrchschnitl r und in der über c hinaus gehenden Ver^ 
iSngerung abermals müidestens ein Durchschnitt ». Alsdann 
ist qr als Theil von q* Ueüier als 9«,^so q ketnCenlmm 
der eins(^ie5senden Linie. - 
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S- 50. 

Liegt ^ Centmm einer ebcBen kngelischen Linie in der 
Ebene der Linie , so schneidet die durcli dasselbe in der 
Ebene gezogene gerade Linie die kngelisdie Linie beidn- 
seils in nnr einem Pnncl ; eine Folge des Salzes , dass die 
Gerade in jedem Absland von jedem ihrer Pnncte zur nem- 
lidien Seile nur einen einzigen Pnncl enthilt. 
S. 51. 

Ist ein Ebenensiflck Ton einer kugelischcn Linie, deren 
Ceninun sich in der Ebene der Linie beflndet, begrenzt, so 
bat jeder Pnncl im Innern der b^enzten Fliehe von dem 
Centmm einen geringem, jeder Pnncl der Ebene ausserhalb 
des begrenzten Ebenenslücks von demselben einen grossem 
Absland als die Puncle der kogelischen Linie. 

Man ziehe (Tig. 3) durch das Centrum c nnd einen innen 
Pnncl g die Gerade c g nnd verlängere dieselbe , bis sie die 
Linie dorchschneideL Ist mm A ein Pnnct der Geraden 
ausserhalb der begrenzten Fläche , so erfolgt der einzig 
mögliche Dorchschnitt des Theils eh zwischen g und A, 
z. B. in b, mithin ist eg <:cb. Zieht man ferner aus e nach 
einem ausserhalb des begrenzten Flachenslflcks liegenden 
Pnnct der Ebene die Gerade ck, so erfolgt DnrchsdmiU 
zwischen c nnd A, z. B. in 9 : daher ist cA> cf. 

S. 52. 
Eine ebene kogeliscbe Linie hat in der Ebene der Linie 
kehie zwei Cenlren. Besitzt sie daher ausser dem Centrom 
in ihrer Ebene deren noch andere, so hegen dieselben ausser- 
halb der Ebene. 

Man ziehe (Fig. 3} durch ein Centmm c nnd einen andern 
Ponct g im Innern des von der kogelischen Linie begrenzten 
EbenenslQcks die Gerade ga, so ist 
ag = r-i-cg, 
bg =: r — cg, 
es haben also a und b von g verschiedene Absüinde und g 
ist daher kein Cenirom der Linie. 
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$. 53. 

Jede ebene kngeliscbe Linie, deren Cenlram in der Ebene 
der Linie, isl ein Kreis. 

Ist ap CFig-163 diese Linie, so construire man in deren 
Centnun eine Ricbtlinie bg auf der Ebene, mache Ac=cg, 
errichte in c eine rechtwinklige Erzeugungslinie c a, mache 
Ca = dem Halbmesser der kugelischen Linie , rotire das 
System um die Pnncte b nnd g ; so beschreibt der Pnnct a 
einen. Kreis, der sämmtliche Puncte der bg za Centren hat^ 
zugleich aber dBrchläull dieser Punct a der Construction 
zufolge die gegebene kugelische Linie selbst , es ist also 
diese mildem beschriebenen Kreise identisch, nnd daher 
Jede ebene Linie mit einem Centram in der Ebene ein Kreis. 

$. 54. 

Ist am (Fig. 3} eine gerade Linie, c ein Pnnct aosser- 
halb derselben und haben zwei Puncte a und tn von c ver- 
schiedene Abstände , so giebl es mindestens noch einen 
I*nnct n in der Geraden, dessen Abstand ron c dem grössern 
der erst genannten Abstände gleich kommt. 

Man lege durch a, c nnd m eine Ebene, ziehe ans c mit 
e a dem grossem der beiden Abslände einen Kreis in dieser 
Ebene, so liegt der Punct m in dessen Innern, nnd es mnss 
die dnrch a und tn gehende Gerade bei gehöriger , über m 
hinaus gehender Verlängerung den Kreis in mindestens noch 
einem Puncte n durchdringen. Alsdann ist cn = ca, was 
zu erweisen war. 

$. 55. 

Jeder Kreis ist eine ebene Linie. 

Der Kreis erscheint als Durchschnitt zweier Kugeln von 
entweder gleichen oder verschiedenen Halbmessern. Sind 
die Halbmesser gleich, so isl der Kreis nach $. 48 eine 
ebene Linie. Sind die Halbmesser aber verschieden, so 
ist nach dem vorhergehenden Paragraphen in der durch 
die beiden Gentren gehenden CentrOinie mindestens ein 
anderer Punct, von welchem die Puncte desUmfangs den- 
4 



,y Google 



- 50 - 
sdbeo Absfand haben, wie vom entfmderen der gegebenen 
zwei Cenlren. 

Es besitzt also Jeder Kreis das Criterinm der ebenen 
Linien. 

AmneTkang. Wenn künltig Ton Cenlmiii rioes Kruses die 
Rede, ist das iL sein^ Elwne liegende, nod nnl« Halbmesser die 
au diesem Centrum nach dem Umfang geEOgene gerade Linie za 
verstehen. 

$. 56. 
Der Ort der gemeinschaftlichen Puncte zweier und meh- 
rerer in derselben Ebene liegenden Kreise heisstBerühnings- 
ort, wenn entweder kein Theil der einen Kreisfläche ausser-- 
halb der andern, oder wenn wechselsweise kein Theil der 
einen Kreisfläche im Innern der andern liegt; welche beide 
Fälle als innere und äussere fierühmng unterschieden werden. 
Ob und in wie fem diese besondere BegriSsbeslimmnng der 
Berühmng zweier Kreise mit der später gegeben werdenden 
allgemeinen Begriffsbestimmung der Berührung von Linien 
barmonirt, wird am gehörigen Ort erörtert werden. 

S. 57. 

1. Zwei in derselben Ebene liegende Kreise schneiden 
sich alsdann, wenn die Summe der Halbmesser grösser, ihr 
Unterschied aber kleiner als der Abstand ihrer Genien, und 
zwar in mindestens zwei Pnncten. 

2. Zwei in derselben Ebene befindliche Kreise berühren 
sich von aussen, im FaUe die Summe, von innen, im Falle 
der Unterschied ihrer Halbmesser gleich ist dem Absland 
ihrer Centren, und zwar nur in einem einzigen mit den bei- 
den Cenlren in gerader Linie, bei äusserer Berührung zwischen 
den Centren, bei innerer Berührung aber nicht zwischen den 
Cenlren liegenden Punct. 

3. Zwei Kreise endlich in derselben Ebene, deren Halb" 
messei^nmme kleiner oder Unterschied grösser als der Ab-- 
stand der Centren, haben keinen gemeinsehafUichen Pnncl> 
sie schneiden ond berikhren sich nicht, auch liegt im ersten 
Falle wechselsweise k«in Kreis in der Fläche des andern,' 
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nn zweiten und ms bei nngleiclien Halbmessern eintretenden 
Falle aber der kleinere Kreis im Innern des grössern. 

Die Richtigkeit dieser Sätze ergiebl sieb theils darch 
Shnliche Betrachtmigen , wie sie bei Anfsnchang der Be- 
dingungen des Berührens, Schneidens nnd des völligen Ge- 
trenntseyns zweier Kugeln angestellt worden sind, tbeils 
aber auch UBd einfacher noch aus bereits erwiesenen Eigen- 
schatten der geraden Linie. 

S- 58. 

Bildet eine gerade Linie mit einer aadern und deren 
über den Scheitel gehenden Verlängerong gleiche Neben7 
Winkel, so bildet auch lelzlere mit jener ersten Geraden und 
ihrer über den Scheitel sich erstreckenden Fortsetzung gleiche 
Nebenwinkel; auch sind die hierbei entstehenden Scheitel- 
winkel einander gleich. 

Ist (Fig. ^7') der Winkel x = i/ and rotirt gc um die 
Dobewegliche Achse ab, so entsteht eine Ebene, derpnnct >? 
beschreibt in derselben um e einen Kreis und es wird, wenn 
man ge verlängert und cm=e0 macht, m ein Panct dieses 
Kreises seyn, und g daher bei der Botation durch m gehen ; 
alsdann hat cg mit der V^Iängerung zwei Pnncte e und m 
gemein, fällt also mit ihr zusammen, und hieraus folgt die 
Gleichheit der Winkel acm und acg oder p=x; es ist 
aber x=jf, folglich auch p = y. Auf Shnliche Art findet 
man ? = y und ^ = t. 

$. 59. 

Durch einen Puact einer geraden Linie giebl es auf die? 
selbe in der nemlichen Ebene nur ein einziges Senkel. 

Ist^c (Fig. 17} ein Senkel auf aA, so denke man sich 
durch beide Geraden eine Ebene gelegt, betrachte femer a b 
als Rieht- und c; als Erzeugungslinie einer Rotationsflache 
oder Ebene, alsdann ist cg gemeinschaftliche Linie beider 
Ebenen, nnd beide besitzen ausser den Puncten dieser Geraden 
keinen andern Punct mehr gemeinschaftlich. Nun hat jeder 
«asserhalb dieser Rotationsfläche befindliche, also auch jeder 
dem Senkel c^ nicht aogehdrige FonctA der Ebene agi 
4* 
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TOD den Richtpimctei) a und b ungleiche Abstände, deshalb 
sind aach die Winkel ach und beh von einander rer- 
schieden. Es giebt also im Ponct c in der Ebene aghxmi 
ein einziges Senkel auf a b, Aoch folgt , dass alle recble 
Winkel einander gleich sind. 

$. 60. 

Der Durchmesser iheilt den Kreis nnd die von ihm be- 
grenzte Ebene in zwei congraente Theile. 

Ist ab (Fig. 183 ^^^ Dorchmesser, der ohne Ende ver- 
längert die unendliche Ebene in zwei gleichfalls nnendliche 
Theile trennt, die wir mit I nnd n bezeichnen, und rotirt man 
einen Panel m in I nm den Durchmesser ah, bis er im 
Theil II eingetroffen , so wird der ganze Ebenentheil I mit 
jenem n zusammenTallen und demnach auch Jeder Kreispuncl 
aus I in n liegeu. Nun ist aber jeder Pona p ausserhalb 
des von dem Bogentheil aj: fr begrenzten Flächenstflcks 
weiter, jeder Pnnct q innerhalb desselben minder weit von e 
entfernt, als die Puncle des Bogens, mithin kann bei dem 
neuen Ort, den der Bogenlheil ayi in 11 eingenommen, kein 
Punct desselben ausserhalb axb, und ebenso auch kein 
Pnnct des Bogentheils axb ausserhalb ayb liegen; mithin 
decken sich beide Bogen, aber auch die Durchmesser, also 
die ganzen Grenzen ; es sind daher die vom Durchmesser 
gelrennten Bogen- und Fl&cheutheile congrnent. 
§. 61. 

Theilt die unbegrenzte Gerade c m (Fig. 19) eine Ebene 
m zwei Theile I nnd II und wird ein Punct a des einen Theils 
mit einem Punct b des andern durch eine gerade Linie ab 
verbunden, so schneidet diese die Gerade c m in einem ein- 
zigen zwischen a und h liegenden Punct p. 

Man wühle in c m irgend einen Punct c , so liegt dieser 
entweder in der durch a und b gehenden geraden Linie oder 
nicht; in jenem Falle ist derselbe zugleich Durchscbnitts- 
puud beider Geraden. Im andern Falle beschreibe man ans c 
in der Ebene der drei Puncte a, b und c mit einem den Ab- 
stand Jedes Punctes der begrenzten Geraden a b vom Punct c 
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übersteigendea Halbmesser einen Kreis, so liegen sämmt- 
liche Pnjicte der begrenzten a £ in der Kreisfläche nnd es 
kann einPunct, der sich aus b längs derGeraden £anaoh a 
bewegt, nicht ohne Durchgang durch den in die unb^enzte 
em fallenden Durchmesser aus dem einea Halbkreis in den 
andern gelangen , auch kann der Uebergang in mehr nicht 
als einem Punct erfolgen, da sonst die GeradeaA mit jener«»* 
g^en die Voranssetznng znsammen&ele. 
S- 62. 

Zwei gerade Linien, die nur einen gemeinscbafllichen 
Panct haben, schneiden sich in diesem Punct. 

Haben ab nnd ym (Fig. 18} den Punct c gemein, so 
constroire man msc mit beliebigem Halbmesser in der Ebene 
beider Geraden einen Kieis agö. Alsdann theiltjede dieser 
geraden gehörig verlängert den Kreis in zwei congraente 
Theile. Dieses ist aber nur möglich, wenn die durch c ge- 
trennten Theile der einen geraden in verschiedenen von der 
andern gemeinschaftlich begrenzten Ebeneostücken liegen. 
S. 63. 
Leicht erweislich sind folgende Sätze : 

1. DieGerade, welche einen Punct eines Winkelschenkels 
mit einem Punct des andern Schenkels verbindet, liegt ganz 
in dem von den Schenkeln eingeschlossenen Ebenensector. 

2. Die aas dem Scheitel eines Winkels durch einen Punct 
im Innern des von ihm begrenzten Ebenensectors gelegte 
Gerade befindet sich gänzlich in diesem Sector, nnd die über 
den Scheitel gehende Verlängerung im Scheitelsector. 

3. Die aus einem Punct der einen Dreiecksseite nach 
einem Punct einer andern gezogene gerade Linie liegt gänz- 
lich in der Dreiecksebene. 

4. Die gerade, welche einen inneren Punct einer Dreiecks- 
seite mit einem Punct der Yerlängerung einer zweiten Seite 
verbindet, schneidet die dritte Seite zwischen ihren Grenzen, 
sofern Jene Verlängerung nicht über den Yereinigungspunct 

- der zwei ersten Seiten .statt bat. 
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$. 6*. 

Ans Jedem Panct ausserhalb einer nnbegrenzleii genfden 
Linie ist anf dieselbe mindesteBS ein Senkel, d. fa. eine Linie, 
die mit ihr gleiche Nebenwinkel bildet, mdglicb. 

Ist a (Fig. 22^ eio Punct ausserhalb der aabegrenzten 
Geraden ffb, so wähle man zwei beliebige Poncte h nnd m 
in gleichem Absland Ton a, halbire Am in c, ziehe ae, 
so sind wegen Congrnenz der Dreiecke abe und ame dw 
Nebenwinkel einander gleich. 

$■ 65. 

Aus jedem Pnnct ausserhalb einer unbegrenzten geraden 
Linie giebt es auf dieselbe nur ein einziges Senkel. Das- 
selbe ist zugleich die kürzeste Linie aus Jenem Punct nach 
der Geraden, der Grundlinie. 

Zur nemlicben Seite des Fusspuncts des Senkels besitzt 
die Gnindlinie keine zwei Puncte in gleichem Abstand Ton 
irgend einem Punct des Senkels; die aus irgend einem Pimct 
des Senkels nach der Gnindlinie gezogenen Geraden wachsen 
mit den Absländen der Einschnittspuncte vom Fusspnna; 
jedes Paar Pnncte der Grundlinie in gleichem Abstand vom 
Fusspunct, also zu beiden Seiten desselben liegend, hat end- 
lich von jedem Punct des Senkels gleichen Abstand ; endlich 
giebt es keinen Punct, der von mehr als zwei Puncten einer 
Geraden gleiche Enlferniing besitzt. 

Man emcbte (Fig. 22]) ans a ein Senkel auf die gerade 
gi, ziehe ferner auf derselben Seite des Senkels ans 
diesem Punct nach der Gnindliaie die Geraden alt tmiäg, 
mache cm = cA, ziehe femer am, verlängere ac, mache 
cl=ac, ziehe htrmAglwaA denke sich dnrch gb aiid al 
eine Ebene gelegt, so hat jede dieser Linien mit der Ebene 
zwei Puncte gemein, es fällt also Jede gänzlich in die letztere. 
Nun hegt gc im Innern des Dreiecks agl, also auch der 
Punct h, mithin auch ah nnd es muss daher die Verlängerung 
ah die gl iü einem Punct k zwischen </ und l schneiden. 

Der Gonstruction zulolge ist der Winkel x=:ff, und 
nach ($. 56} aucha; = s, daher sind, die Dreiecke akc 
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und Ihc, desgleidienjene a^f und /jrr, endlich aehfmäaem 
congroent, mithin ah = lh, ag^gl nnd ah = em. Nin 

ist ah+hl:=>al, daher auch oA>l^ = acj; fnner 

ist ag + g k >■ ka, daher anch ag+gl>- ak+kl>- 
ak + hk + kltaa so mehr >aA + A/, da ** + */>*/; 
folglich ist aach ag>-ah. 

Man mache ferner A n = A c, so haben die Dreiecke ahn 
nnd aAe zwei Seiten einzeln gleich, nicht aber die dritte, 
da nach dem Erwiesenen an ::> ac Alsdann aber sind 
die den dritten Seiten gegenüberliegenden Winkel «An und 
ahc von einander vnschieden, mithin ah kein Senkel. 
Folgerung. 

Ans dem Erwiesenen geht hervor , dass der Kreis von 
keiner geraden Linie in mehr als zwei Poncten geschnitten 
und durch drei in gerader Linie liegende Pancte kein Kreis 
constniirt werden kann. 

$. 66. 

Jede kleinste gerade Linie zwischen einer Ebene and 
einem ausserhalb derselben befindlichen Pnnct bildet gleiche 
Nebenwinkel mit allen durch den Fusspunct in der Ebene 
gezogenen Geraden, sie steht senkrecht auf Jeder dieser 
Geraden oder senkrecht auf der ganzen Ebene. 

Besitzt (Fig. 13} kein Ponct der Ebene Ton g eine ge- 
ringere Entfernung als der Funct c, so ist die gerade eg 
senkrecht auf Jeder durch c in der Ebene gezogenen geraden 
Linie. Dennwürec^kein Senkel auf«/, so sey (rjj> das Senkel, 
alsdann wäre go-ga, was der Voransselzung widerstreitet. 

Hilhin ist st ein Senkel auf die Ebene. 
$.67. 

Aus jedem Panct ausserhalb einer Ebene giebt es auf 
dieselbe nur ein Senkel oder in kleinstem Abstand von jedem 
ausserhalb der Ebene befindlichen Funct giebt es in der 
Ebene nicht mehr als einen Punct. 

Eine Folge des Satzes, dass aus einem Ponct ausserhalb 
eis« Geraden aiif dieselbe nur eine cänzige senkrechte existvt. 



,y Google 



— 56 - 
$.68. 

Der Ort der gemeinscballlichui Poncte einer Ebene nnd 
KogelOlche heisst Beröhmngsort, wenn keinPnncI der Ebene 
im Innern der Kugel liegt. Die die Kugel berührende Ebene 
heisst Tangentialebene. 

$. 69. 

Die Ebene darcbscfaneidet die Kugel, wenn das ans 
dem Centnun auf die Ebene gefällte Perpendikel die Grosse 
ibres Halbmessers nicht erreicht; sie berOhrt die Kogel, 
im Falle das Seniel dem Halbmesser gleich ist, und zwar in 
einem euizigen Punct, dem Fnsspuncl des Perpendikels; sie 
hat endlich mit der Kugel keinen einzigen Poncl gemein, 
wenn das Perpendikel den Halbmesser an Grösse übertrifll. 

Denn ist das Perpendikel kleiner als der Halbmesser, so 
liegt der Fussponct im Innern der Kugel , und da die Ebene 
Puncle hat, deren Abslände vom Centnun jede beliebige 
Grösse erreichen, so liegen auch Puncto dieser Ebene 
ausserhalb der Kugel. Beide müssen sich daher und zwar 
in mindestens einer einzigen in sich zariickkehrendea kn- 
gelischen Linie durchdringen. 

Ist femer das Perpendikel aus dem Centmm anf die 
Ebene gleich dem Halbmesser, so ist derFusspunct desselben 
gemeinsdiafllicher Punct der Ebene und der Kugel. Nun 
giebl es aus einem Punct ausserhalb einer Ebene auf dieselbe 
nur ein einziges Perpendikel , nur eine einzige Linie vqn 
kleinster Länge ; es ist also Jeder andere Punct der. Ebene 
in grösserm Abstand vom Centrum als der Fosspanct dßs 
Senkels, mithin liegen alle übrigen Pnucte der Ebene ausser- 
halb der Kugel. Kugel und Ebene berühren sich also nur 
in einem einzigen Punct und es steht die Tangentialebene 
eines Kugelponcts senkrecht auf dem aus dem Cenlrum nach 
diesem Punct gezogenen Halbmesser. 

Ist endlich das Senkel grösser als der Halbmesser , so 
liegt auch der nächste Punct der Ebene , nemlidi der Fnss- 
punct des Senkels, ausserhalb der Kugel, mithin haben in 
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in diesem Falle KngelfläiAe und Ebene k^en einzigen Pnnct 
mit Binander gemein. 

$. 70. 

Zwei and mehr in einem and demselben Pimct sich be- 
rührende Kogeln besitzen in diesem Punct eine gemeinschafi- 
lidie Tangentialebene. 

Denn der Berüfanmgspunct der Kugeln liegt mit den 
Ceniren in einer einzigen geraden Linie ; es steht daher die 
in diesem Ponct aoT die CentriUnie errichtete senkrechte Ebene 
senkrecht auf den aus den Ceniren an diesen Funct ge- 
zogenen Halbmessern, ist also gemeinschaftliche Tangential- . 
ebene der Kugeln in dem Beriihningspnnct derselben. 

Ztuots. Wir werden in der Folge sehen, dass es Fälle 
giebt, wo drei und mehr Kugeln einen einzigen Ponct gemein 
haben können, ohne dass der Pnnct Berühmogspunct ist, 
indem die an diesen Punct gezogenen Tangentialebenen ffir 
die drei Kugeln nicht immer zusammenfallen. 

Nur also dann, wenn Kugeln in dem gemeinschaftlichen 
Punct eine gemeinschaftliche Tangentialebene haben, sind 
dieselben Berührungskogeln. 

$. 7i. 
' Denkt man sich ein Senkel anf die Ebene nnd in dem- 
selben ein paar correspondirende BichCpuncte , femer aus 
dem Fusspnnct des Senkels in der Ebene zwei Kreise von 
verschiedenen Halbmessern, so entspricht dem grossem Halb- 
messer auch der grössere , dem kleinem Halbmesser der 
kleinere Abstand der Bichlpnncte vom Umfang. 

Eine Folge des im $. 65 Erwiesenen. 
S- 72. 

Der Durchschnitt der Ebene nnd Kugel erfolgt in einem 
einzigen Kreis. 

Hier sind zwei FSlIe zu unterscheiden ; entweder geht die 
Ebene durch das Cenlrum der Kugel oder nicht. 

Erster Fall: Geht die Ebene durch das Centram, so liegen 
alle aus demselben nach dem Durchschnitt gezogenen geraden 
Linien in der Ebene selbst, und da alle Poncte des Durch- 
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s^ntlts als Kig^poncle vom Cenlniin gleich weit abst^M, 
so ist diese DvrchschniUslinie ein Kreij, dessen Hilbinessa' 
mit dem Kngelhalbmesser Abereinkommt. Da ferner jed«: 
Ponct der Ebene im Innern des Kreises einen geringem, 
-Jeder Ponct aosserhaU) des Kreises einen grossen Abstand 
vom gemeiDscbafDichen CenUnm der Kogel ond des Kreises 
hat als die Pnncte seines Umfangs, so folgt, dass die Ebene 
mit der Kogel ausser den Puncten diraes dien betrachtetMi 
Dorchscbnitts keinen andern Ponct mehr gemein hat, dass 
also der Dnrchsctmitt beider nur in einem einzigen Kreise 
besteht. 

ZweäerFall: Gehl aber die Ebene nicht durdi das Cen- 
tram , so ßüle man ans dem leUtern auf erstere ein Senkel, 
dann ist, da die Ebene die Kogel der Yoranssetzong zofolge 
schneidet, dasselbe klein« als der Halbmesser ond liegt 
dessen Fosspund sonach auch im Innern der Kugel. 

In der Senkelverl&i^erung nehme man femer einen Punct 
in dem der Seokellftnge gleich kommenden Abstand, welcher 
Pnnct mit dem Centrum der Kugel ein Paar correspodirende 
Ridilpuncte der Ebene bildet^ so ist jeder Pnnct der Ebene 
von dem hiernach bestimmten Puncl so weit entfernt als 
vom Centnim der Kogel. Da nun die Duichschnittspuncte 
der Ebene und Kugel von dem einen Bicbtpunct, demKogel- 
cenlmm , gleich weit eotferat sind , so haben sie sämmtlich 
auch von dem zweiten Bicfatpunct gleichen Abstand oder sie 
sind anch zugleich Puncte ejner zweiten Kugel; der Durch- 
schnitt erscheint sonach anch als Durchschnitt zweierKogeln 
oder als Kreis, der alle Puncte zu Ceolren hat, die in der 
durch beide Richtpuncle gehenden geraden Lioie liegen, mit- 
hin auch den nach Obigem im Innern der Kugel befindlichen 
Fnsspunct der Richllinie oder des Senkels, der sein Cenlmm 
im engern Sinne ist Nun haben aber alle Pancte der Ebene 
im Innern des Kreises vtm dem in der Ebene liegenden 
Centram einen kleinern, alle Puncte der Ebene ausserhalb 
der 'Kreisflache einen grdssern Abstand als die Puncte d«s 
Kreisumfangs, ferner besitzt nach ($.71} ebendeshalb anch 
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jeder Punct im Innern der Kreisfläche einen geringen», jeder 
pDDCt der Ebene ansserhalb der Kreisfläche dagegen einea 
grösseren Abstand vom Kugelcentram als die Poncte des 
Torliegenden Dnrchscbnittskreises; es folgt daher, dass die 
Ebene und die Kugel ausser den Puncten des betrachteten 
Durchischiiits keinen Punct mehr mit einander gemein liabeB, 
dass also der Durchschnitt der Kngel und Ebene in ninr 
einem einzigen Kreise statt hat. 

Symmetrische Kugelbinion , symmetrische Kugeltemion 
bedeute jedes System von zwei, beziehungsweise drei siidi 
schneidenden Ktigehi von gleichen Halbmessern. 
S. 74. 

Denkt man sich eine Ebene mit einem beUebigen Paar 
correspondirenderRichtpnncte, femer eine Folge bis insUn- 
endUche stetig wachsender symmetrischer Kugelbinionen, 
deren Gentren die gegebenen Richtpuncte sind, so berührt 
sich das Kugelpaar, dessen Halbmesser gleich dem halben 
Abstand der Centrea oder Richtpuncte , in einem einzigen 
Punct von aussen, nnd zwar imFusspnnct der Richtlinie; es 
Hegt also dieser Panel in der Ebene und ist zugleich eigent- 
liches Cenlmm aller derjenigen Kreise, welche die Durch- 
schhitte sammtlicher Kugelpaare bilden nnd welche alle- in 
der Ebene liegen, da eines jeden Kreises jeder Punct von 
einem dieser Centren oder Richtpuncte so weit wie vom 
andern absteht. Zwei stetig folgende Kugelpaare bilden auch 
zwei stetig folgende Kreise in der Ebene, d; h. zwei Kreise, 
zwischen denen kein Flächenstück enthalten ist, die kein 
Flächenstück begrenzen. Jeder Pnnct der Ebene gehört einem 
dieser stetig auf einander folgenden Kreise an, denn jeder 
Punct hat von den gegebenen Bichlpunclen einen Abstand, 
der dem Halbmesser irgend einer Kngel aus der gegebenen 
Reihe gleich kommt. 

Die Ebene ist mithin der Ort der Durchsdmitte 'stelig 
wachsender symmetrischer Kugelbinionen von imveränder- 
fichen Gentren. - 
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«. 75. 

Die durch das Centrom eiDer Kogel sieb erstreckende 
Ebene theilt Kogelfläche und Kugelkörper in zwei congmente 
Thtile. 

Die unendliche Ebene trennt den onendlichen körperlichen 
Raam in zwei gleichfalls unendliche Hälften. Erstreckt sich 
dieselbe non durch ein Kugelcentmoi , so trennt sie die 
Kogel in zwei Theile, deren jeder in einer andern Rdrper- 
bäine liegt. Es lisst sich nun das ganze System der Ebene 
mit einem dieser Kogeltheile darch Rotation um das Kogel- 
centnun dergestalt im Raum versetzen, dass beide Kngel- 
theile zur nemUchen Seite der Ebene liegen. Alsdann aber 
liegt wecbselsweise kein Punct des einen FlSchenAeils ausser- 
halb des andern. Beide Flflchenlheile, daher auch die von 
ihnen emgeschlossenen Körperlheile sind mitbin congment. 
S. 76. 

Haben zwei Ebenen eine gerade Linie, ausserdem aber 
keinen Punct mit einander gemein, so ist diese Linie Dorch- 
scbnittsliuie. 

Hau consbnire ans irgend einem Panct der gemeinschaft- 
lichen Geraden mit einem beliebigen Halbmesser eine Kogel, 
so wird diese durch jede der beiden Ebenen halbirt. Diess 
ist aber nur alsdann möglich, wenn wechselsweise die durch 
die gegebene Gerade begrenzten Theile der einen Ebene zu 
verschiedenen Seiten der andern liegen. 
S- 77. 

Die gerade Linie, welche mit einer Ebene nur einen Punct 
gemein hat, durchdringt dieselbe in diesem Punct. 

Ist c (Fig. 13) der gemeinschaftliche Punct, ff ein Punct 
der Geraden ausserhalb der Ebene, und denkt man sidi 
durch ff, c und irgend einen andern Punct a der Ebene, der, 
da er kein Punct der geraden g c ist, mit den beiden ersten 
Puncten eine krumme Temion bildet, eine Ebene ;ca, so 
werden sich beide Ebenen , da sie zwei Puncte a nnd c, 
nicht aber alle Puncte mit einander gemein haben , in d«' 
durch diese Puncte ziehenden geraden Linie. /ca scMeidea. 
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Nnn schneiden ^h aber anch zwei gerade Linien, die mehr 
nidit als einen Punct mit einander gemein haben ; es liegen 
nemlicb die dnrcb c begrenzten Theile cg and c h der geraden 
in verschiedenen durch die gerade lea begrenzten Ebenen- 
hslflen , letztere aber in verschiedenen dsrcA die gegebene 
Ebene begrenzten Körperhälflen, mithin befinden sich auch 
die Linienstücke hy und eg zu verschiedenen Seiten der 
gegebenen Ebene, und es durchdringt daher die gerade eine 
Ebene, mit der sie nur einen Punct gemein hat. 
§. 78. 

Eine gerade Linie, deren ein Punct diesseits, ein anderer 
jenseits einer gegebenen Ebene liegt, dorchdringl dieselbe 
in irgend einem Punct. 

Ist g (Fig. 13) einerseits und h andererseits der Ebene, 
und wählt man beliebig einen Puncl a in derselben , so 
liegt dieser entweder mit g und h in derselben geraden Linie 
nod ist demzufolge gemeinschaßlicher Punct der geraden 
Linie und Ebene, also Durchschnittspuncl; oder es bildet a 
mit g und h eine krumme Ternion. Für diesen Fall construire 
man ans a mit einem Halbmesser gleich oder grösser als 
der grössle der beiden Abstände g a und h a eine Kugel, so 
theilt die Ebene dieselbe in zwei Theile und es hegen alle 
Puncte der Begrenzten g h im Innern der Kogel, da ihr Ab- 
stand von a kleiner als ha, wenn ha der grösser« der 
beiden Abstände ist. Da nnn g und h in verschiedenen durch 
die Ebene gemeinscbadlich begrenzten Eugelhälften liegen, 
so muss die gerade g h die Kreisebene in einem zwischen 
g. und A befindlichen Punct durchdringen. 
S- 79. 

Erstreckt sich eine Ebene durch zwei gegebene Ptmcte, 
eine andere nur durch einen derselben, so schneiden sich 
beide Ebenen in einer durch den gemeinschafllichen Punct 
ziehenden geraden Linie. 

Sind c und 6 (Fig. 13} die gegebenen Funde, vrAx andjr 
die beiden Ebenen, deren erste durch beide, die andere aber 
nur durch einen dieser Puncte c sich erstreckt, und zieht man 
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ans ^em asdmi Panct g der Ebene jr eine gerade durch e; 
so. Degen $f. und die Aber c gehende yerl&ngenmg der der 
Ebene jr angehörigen geraden f cA anf Terscbiedenen Snteq 
der Ebene x. 

Nnn ziehe man ans irgend einem andern, sieht znr geraden 
§h gehörigen Pnnd r der Ebene y nach dem aof der ent- 
gegengesetzten Seite der Ebene x hegenden Ponct g eine 
gerade Linie, so hegt diese in der Ebene y and durchdringt 
die Ebene x in einem von c verschiedenen Panot a. Nnn 
sind a nnd e als Durchschnittspuncle zweier in der Ebene p 
liegender gerader Linien mit der Ebene x gemeinschafthche 
Puncte beider Ebenen , mithin ist auch die durdi dieselben 
gele^e gerade beiden Ebenen gemeinschaflhch ; und es 
dorehschneiden sieb sonach beide Ebenen in dieser geraden. 
$. 80. 

In Jedem Ponct einer Ebene ist auT dieselbe nnr ein ein- 
ziges Senkel möghch. 

Isige (Fig. 13^ ein Senkel auf der Ebene x, so ziehe 
man durch c irgend eine andere gerade Linie c» ausserhalb 
der Ebene, lege durch ge and ac eine Ebene y, alsdann 
schneidet diese die Ebene x, mit der sie den Pnnct c gemein 
hat, in einer dnrch c gehenden geraden Linie ca. Non 
ist #e senkrecht aul ca. Auf eine gerade ist aber m. Jedem 
Ponct c nur ein einziges Senkel in derselben Ebene möglich. 
MiAin ist e », da sie mit g c nnd c n in derselben Ebene liegt, 
kein Senkel aof ca, mithin anch kein Senkel auf die Ebene x. 
«. 81. 

Der Kreis, dessen ein Panct oberhalb, ein anderer anter- 
halb einer unbegrenzten Ebene hegt, durchdringt dieselbe in 
mindestens zwei Puncten. 

Ist X die Ebene, m ein Kreispunct oberhalb, n ein solcher 
nnterhalb x, so schneidet die Gerade «» die Ebene In irgend 
einem Punct p. Nun conslruire man aus dem Ponct p mit 
•inem Halbmesser, der den Abstand aller Puncte des Kreis- 
«mßmgs vom Punct p übersteigt, eine Kugel, so iiegen alle 
Ptinote des Kreises im Innern derselben. Die gegebene, 
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dnroh'däs Cenbum der Kugel zteheade ^ene theilt dieselbe 
in zwei Htiflen, in deren einer der Pnnct m, in- deren zweiter 
derPnnct » liegt. Non kann ein Pnnct, der sicli-ans n, l&ngs 
dem Kreise nach m bewegt, der Constraclioii zniolge das 
iBnere der Kngel nicht verlassen, er kann daher nicht ohne 
Dnrchdringen der die Kugel halbirenden ebenen Kreis8&ch& 
von einer Seite znr andern gelangen und in n angelangt nicht 
ohne abermaligea Dorchgang durch die Ebene in einem andern 
Pnnct in Vollendung des Kreislaufes nach m zurfickkehren. 
S- 82. 

Der DnrebscbnUl eines Kreises mit einer Ebene erfolgt 
in zwei Pnncten. 

Der Kreis ist eine ebene Linie, keine Temion von Pnncten 
eines Kreises liegt in gerader Linie, durch drei in kmmmer 
Temion liegende Funde giebl es nur eine einzige Ebene; 
Uegen also drei Puncte eines Kreises in einer Ebene, so 
fallen alle Puncte desselben in die Ebene. Durchschneiden 
sich daher Kreis und Ebene , so kann diess in mehr nicht 
als zwei Pnncten statthaben, nach dem vorhergehenden Para- 
graphra aber auch nicht in weniger als zwei Pnncten, des- 
halb erfolgt Durchschnitt in zwei Pnncten. 
$. 83. 

Liegen zwei Ceniren eines Kreises in einer Ebene A, so 
schneiden sieh Kreis und Ebene in zwei Poncten. 

Da der Kreis in seiner eigenen Ebene B nnr ein einziges 
Centnun hat, so folgt , dass wenn mehrere Centren eines 
und desselben Kreises in einer gegebenen Ebene liegen, seine 
eigene Ebene von letzlerer verschieden ist. Liegen aber 
zwei Centren des Kreises in der Ebene A, so liegt die dnrch 
beide ziehende Ceotrilinie darin, daher auch das eigentUche 
Centrum. Dieses aber ist gemeinschafllicher Pnnct beider 
Ebenen, daher schneiden sich dieselben in einer durch das- 
selbe gehenden geraden Linie ($. 79^. Diese ausgenommen 
dorebdringen (_$. 77) sämmtliche in der Kreisebene durch 
das eiguitliche Centnim gezogene Durchmesser die gegebene 
Ebene, es liegen daher Puncte des Kreises zu beiden Seiten 
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dieser Ebene, es schneiden sich mithin Kreis nnd Ebene 

und zwar nach dem rorigen Paragraphen in zwei Poncten. 

$. 84. 

Die Durchschnittspnncte des Kreises mit Jeder durch 
seine Genlrilinie gehenden Ebene liegen zu beiden Seiten 
dieser Linie. 

Die Ebene des Kreises schneidet die gegebene Ebene 
in einer durch das eigentliche Kreiscentmm ziehenden geraden 
Linie ; in dieser befinden sich beiderseits vom Ceatmm die 
Durchschnitlspuncle des Kreises und der Ebene. Da nun 
die dnrch das Centmm getrennten Theile dieser Linie in 
rerschiedenen von der Centrilinie gemeinschaftlich begrenzten 
Ebenentheilen liegen, so ist diess auch mit Jenen Durch- 
schniUspnncten der Fall. 

§. 85. 

lieber derselben geraden Grundlinie lässt sich mit noch 
zwei andern geraden Linien, deren Summe grösser und deren 
Unterschied kleiner als die Grundlinie , in derselben Ebene 
aof jeder Seite der Grundlinie bei gleichbleibender Verbindung 
nur ein einziges Dreieck constmireu. 

Ist ae (Fig. 25^ die Gmodlinie und sind ab nnd be die 
beiden andern Seiten, so denke man sich a und c als Centren 
eineä Kreises, deren Halbmesser ab und bc sind. Nun liegen 
die Spitzen aUer über derselben Grundlinie ac mit denselben 
Seiten ac und bc in derselben Verbindang constniirbaren 
Dreiecke in dem gedachten Kreis; dieser aber schneidet die 
gegebene , durch die Grundlinie gelegte Ebene beiderseits 
der GrundUnie in nur einem einzigen Puact; mithin ist ans 
den gegebenen Stücken in der gegebenen Ebene über der- 
selben Grundlinie bei gleicher Verbindung auf Jeder Seite 
der Grundlinie nur ein einziges Dreieck möglich. 
Hieraus folgt : 

1 . dass zwei in derselben Ebene liegende Kreise sich 
nur in zwei zu beiden Seiten der ihre Cenlren verbindenden 
geraden Linie liegenden Puncten schneiden und dass daher 
wenn zwei in derselben Ebene befindliche Kreise mehr als 
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zwei Pancte gemein haben, dieselben congnienf sind, dass 
also durch drei Pancte , wenn anders ein Kreis dar<^ die- 
selben constrnirt werden kana, nnr ein einziger mdglich ist; 

2. dass wenn über derselben Grundlinie a « ans dem- 
selben Pnnct a znr nemlicben Seite eine zweite Linie a&(=«A 
in derselben Ebene gezogen wird, die Abstfinde b,e und #« 
von einander verschieden; und bierans 

3. dass auch die Winkel bac und i,ac ungleich sind, 
während wegen Congmenz der Dreiecke der auf der andern 
Seite von ac beflndUche Winkel ^nc jenem bac gleich ist. 

4. dass bei demselben Kreise gleichen Bogen gleiche 
Sehnen nnd verschiedenen Bogen verschiedene Sehnen und 
zwar dem grfissem Bogen die grössere Sehne g^enOber- 
steht , weil nemlich dem grössten Bogen (iem Halbkreis}, 
die grösste Sehne , der Durchmesser, entspricht, wobei von 
den zwei sich zum Umkreis ergänzenden eine gemeinscbatl- 
Hebe Sehne besitzeoden Bogen der kleinere zu verstehen ist. 

Man hat daher (nach Ziff. 3} den folgenden f&r die Theorie 
des Winkels höchst wichtigen, ihre Grundlage bildenden Salz: 
$. 86. 

Werden ans einem Punct einer geraden Linie in einer 
durch dieselbe gelegten Ebene znr nemlicben Seite der Linie 
verschiedene gerade Linien gezogen, so bilden diese mit 
Jedem ans jenem Punct oder Scheitel ausgehenden Theil jener 
Geraden eben so viele von einander verschiedene Winkel. 
$.87. 

Ein Kreis hat ausserhalb seiner Centrilinie kein Centmm. 

Es sey C^ig. 6) n der Kreis, cq die Centrilinie and p 
irgend ein Punct ausserhalb der letzteren und der Kreisebene; 
man lege durch diesen Punct und die Centrilinie eine Ebene, 
so schneidet diese die Kreisebene in einer durch das eigent- 
liche Cenlrum c gehenden geraden Linie a b. 

Nun liegt der Punct p in der durch n b und qc gehenden 

Ebene; es ist ferner qe ein Senkel auf a^, (eder Punct 

dieser Ebene, der von den Kreispnncten a und b gleich weit 

entfernt ist, liegt femer in diesem Senkel, daher hat der 

S 
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Prso( p, welcher der Yoraossetzang sach dem Senkel nicht 
angehört, Von den Piincten m nnd b ungleiche Abstände und 
ist mithin kein Cenlmm des Kreises. Nbh giebt es aha 
auch LB der Kr^eb^ie selbst ausser dem Fosspnnct der 
Cemrilioie kein anderes Centrom, mithin hat ein Kreis kein 
Centrui aasierhaU) sein« Centrilinie. 
$. 88. 

Ist eine Ebene gegeben nnd wählt man daris beliebige 
2wei FuBcte, so ist der Ort aller Puncte dieser Ebrae, deren 
jeder von einem der gegebenen zwei Pnncte 90 weit absteht 
wie vom «Bdem eine gerade Linie ; es bildet nemlich die 
stetige Folge aUer dieser Puncte das Senkel, welches in der. 
Ebene aar die Mitte der von dem gegebenen Ponctenpaar 
begrenzten geraden Linie errichtet wird. 

Man kann daher die gerade Linie definiren als eine in 
einer Ebene liegende Linie , deren jeder Pnnct von einem 
unter zwei Fnocten der Ebene so weit eotfemt ist wie vom 
andern. 
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Zweiter Absehnltt. 

WinkeWteorie. 



Die bisherige Betrachtmig der Winkel beschrSokte sich 
nDF sDf das AaTsacben der Bedingungen der Gleichheit oder 
Ungleichheit derselben. Eine Vergleichimg verschiedener 
Winkel rücksichtlich einer ihnen zukommenden Grösse fand 
bis jetzt nicht statt und war auch ganz enibehrliclL Allein 
nicht immer genügt die blose Kenntniss der Gleichheit oder 
Verschiedenheit gegebener Winkel. 

Obgleich die Winkel keine neue Gattung von Ranmgrdssen 
bilden, deren es nur dreierlei, nemlich den Körper-, Fläcben- 
nnd Linienraum giebt , zu welch letzterm der Winkel als 
Linie gehört, so werden dieselben dennoch als Grössen eigener 
Art behandelt, wobei aber ihre linearische Ausdehnung ganz 
ausser Acht bleibt. Mit dem Winkel können nemlich Raum- 
grössen, als Linien, Flachen und Körper in Verbindung ge- 
bracht werden , deren Ausdehnung mit dem Winkel selbst 
varürt. 

Denken wir uns eine Anzahl sämmtlich von eiiander 
Terschiedener Winkel und setzen bei allen die Schenkel von 
gleicher Lange voraus, so sind auch die die Schenkenden 
vnbindenden geraden Linien oder Sehnen s&nunllich von 
einander verschieden. Einem jeden Winkel entspricht also 
für eine gegebene Schenkelläoge eine bestimmte Sehne. 
Winkel und SehnenlSnge bestimmen einander gegenseitig und 
wihrend der Winkel selbst keine neue Gattung von Grösse 
ist , so kann er als solche behandelt werden , indem mai 
Tnsdhiedenen Winkeln das Verbjitnss der entspEecbeBden 
6* 
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Sebnenlingen beilegt, die Sehnen also als Winkelmaas 
gebranclil. 

Unter der Voransselznng gleicher Schenkellüngen ent- 
sprechen verschiedenen Winkeln aher auch verschiedene 
Längen der aus den Scheiteln mit den Schenkeln zwischen 
deren Enden beschriebenen Kreisbogen; es lassen sich daher 
auch diese als Winkelmaas betrachten und verschiedenen 
Winkeln das Verhältniss der entsprechenden Kreisbogen 
beilegen. Aehnlich Hessen sich die von den Schenkeln und 
Bogen begrenzten Kreissectoren , femer die Kugelsecloren 
und jede andere mit dem Winkel variirende Grösse als 
Winkelmaas einftüiren. 

Dieselben zwei Winkel haben aber, als Grdsse behandelt, 
bald dieses , bald ein anderes VerhSltniss zu einander , Je 
nachdem man das eine oder andere Maas zu ihrer Messung 
in Anwendung bringt , indem z. B. , wie aus dem folgenden 
erhellt, die Sehnen zweier gegebenen Winkel in einem andern 
Veiiiftltniss als die ihnen eolsprechenden Kreisbogen zn 
einander stehen. Es entsteht daher zunächst die Frage, 
welches Maas verdient den Vorzug vor den übrigen? 
$. 90. 

Liegen (Fig. 27) die ans demselben Puncte c ausgehenden 
Geraden cA, ch nnd ca \a derselben Ebene und erslere 
beide auf derselben Seile der letztern , so sind die Winkel 
kca und bca nach $. 86 von einander verschieden. 

Man ziehe nun aus c in der Ebene dieser drei Liniui 
einen Kreis, ferner die Sehnen k/i, hanuH ka und nnler- 
snche das Verhallen der drei Winkel x, p und », welche Je 
zwei der aus c ausgehenden drei Geraden mit einander bilden. 

Hisst man die Winkel durch Sehnen, so hat mau die 
Proportion : 

Winkel ^x : y: %') = Sehne (** : ha : kaf 
und hieraas 

Winkel (i+y) : Winkel « = Sehne (kh+/ia) : Sehne ka, 
Winkel (»— ^r) ; Winkel y = Sehne C*a~*A) : Sehne ha. 
Nun litten keine drei Pnncle eines Kreisbogens in gerader 
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Linie, es ist also auch h keioFunct derSehne ka und dem- 
zafolge ist die Seiinensninine (kk-\-ha)> Sehne kq nnd 

der Sdinenanterschied (ka — */i) <: Sehne ha 

Daher ist anch 

die Winkelsumme (x+y) > 'Winkel » and der 
Winkelunterschied (a — x) <: Winkel y. 
Nimmt man aber die Bogen zum Winkelmaas , so ergeben 
sich die Proportionen : 

Winkel (ip+y): Winkel « = Bogen (AA+Aa^rBogen*». 
Winkel (» — ») : Winkel y = Bogen (ka — k/t) : Bogen Aa. 
Nun ist aber die 

Bogensumme CAA + Aa) = dem Bogen An and der 

BogenunterschiedCAo— AA) = dem Bogen ha, 
mitbin ist autdi die 
Winkelsumme ....(ar+y') = dem Winkel z nnd der 
Winkelunlersohied C* — ^) = dem Winkel y. 
Während also bei Einführung des Sebnenmaases die 
durch den Scheitel ein der Ebene des Winkels Acazwiscben 
dessen Schenkeln hindurch gehende gerade Linie mit den 
letzteren zwei neue Winkel bildetj deren Summe grösser als 
der gegebene Winkel ; so ist diese Summe bei Einführung 
des Bogenmaases dem gegebenen Winkel gleich , es Iheilt 
also beim Bogemnaas diese dritte Linie den Winkel in seine 
Theile, was bei Anwendung des Sebnenmaases nicht der 
Fall ist; ein Umstand, der dem Bogenmaas , sowie Jedem 
andern dieselben Erscheinungen darbietenden Maas einen 
entschiedenen Vorzug ror dem Sehnenmaas TerschaSt. 
$. 9i. 
Werden ans einem Punct drei gerade Linien gezogen, 
deren keine in der durch die beiden andern bestimmten Ebene 
liegt, so ist fUr Bogenmaas die Summe der Winkel, welche 
|ede dieser Linien mit den beiden andern bildet, grösser und 
der Unterschied derselben Kleiner als der Winkel der beiden 
andern Linien. 

Sind die einzelnen Winkel einander gleich, so ist die 
Behauptung eine unmittelbare Folge der Annahme. Sind aber 
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die einzelnen Winkel nicht alle einander gleich, so sey 
(Fig. 28) z. B. der Winkel aeb > Winkel acf, alsdann 
verbinde man einen beliebigen Ponct m der ae mit einem 
beliebigen Pnnct b der 6c durch die gerade ah, dehe eh 
der Art, dass der Winkel acA=Winkel acg; fwner mache 
man ef=cb nnd ziehe ga tind gh; so sind die Dreiecke 
acf and ach wegen Gleichheit zweier Selten nnd des einge- 
scUossenen Winkels congraent, mithin ah=ag. Ntin ist 
af+fh->-ai, da j* nicht in der Ebene ae 6, also auch 
nicht in der Geraden a b liegt ; folglich auch gb>- hb und 
demgemSss , da in den Dreiecken gcb und A c A die andern 
Seilen einzeln einander gleich sind, auch der Winkel ffcb:> 
Winkel Ach, daher anch Winkel Oca + fc&):> Winkel 
(acA + bcb') oder > Winkel acb. 
Aof Ähnliche Art findet man auch 

Winkel (heg + bcd) > Winkel gca nnd 
Winkel (acg-\-acb) > Winkel/c*. 
Es Ist also die Snmme Je zweier dieser Winkel grfisser 
als d« diitte. 

Zugleich aber ist der Unterschied Je zweier kleiner als 
der dritte , da derselbe weder gleich noch grösser als der 
dritte Winkel sein kann. 
Denn wSre z. fi. 

der Winkel (ßeb — gcd) =■ dem Winkel acft, 
so wfire auch 

der Winkel gci = dem Winkel (aei+gca) 
' und es Iflgen sofort die drei Linien in derselben Ebme, was 
gegen die Voraosselzoog. 
WSre ferner 

der Winket (ßcb — g ca) > Winkel ac6, 
so wfire der Winkel 9cA=> Winkel (acb+gea), 
was dem oben Erwiesenen, 

wonach der Winkel geb <: Winkel (aeb+gca) ist, 
widersireilet 

Es ist mithin der Unlersclüad Je zweiec dieser Winkel 
Ueiner als d«i dritle. 
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$. 92. 
Drei datch denselben Pnoct geheodegwadoLlaieiillegeH 
entweder in ein und derselben EJ)ene oder nicht. Da im 
erstem Falle die eine Linie mit den beiden andern entweder 
eine Winkelsnnime oder einen Winlielanlerschied bildet gleich 
dem Winkel der andern Linien; im zweiten Falle dagegen die 
Winkelsumme , welche jede Linie mit den beiden andern 
bildet, grösser, der Winkelnnterschied aber zugleich kleiner 
ist, als der Winkel der beiden andern; so folgt, dass eine 
Linie mit zwei andern nie eine Winkelsnmme bilden kann, 
die kleiner nnd einen Winkelnnterschied, der grösser ist als 
der Winkel der letzlern; dass also bei einer aas demselben 
Pnnct ausgehenden , in derselben Ebene liegenden Linien- 
lemion entweder die Summe der Winkel , welche die eine 
Linie mit den beiden andern bildet , ein Minimum , oder der 
Unterschied derselb«! ein Maximum ist. 

S- 93. 
Sind X mi tf (Fig- 29) zwei conoentriscbe Kreise in 
derselben Ebene und zieht man aus dem Ceatmm c in der 
Ebene der Kreise die geraden cq^ cn, ch, so theilt die 
mittlere die zwischen den beiden äussern liegenden Bogen- 
slflcke dieser Kreise in gleichem Verhältniss oder es ist 

bin : mp ^ hn ■ nq. 

Hier sind zwei Fälle besonders zu betrachten ; es kann 
nemlich die cm den ^ogen hp in zwei entweder commen- 
snrable oder incommensurable Theile zerlegen. 

Erster Fall; Sind bm und pm commensnrabel, so zer- 
lege man den ganzen Bogen öp in unter sich gleiche Theile 
der Art, dass ein Tbeilpnncl in m föUt. Zieht man nun aus e 
durch sammiliche Theilpuncle gerade Linien, so bilden diese 
eine Beihe anter sich gleicher Winkel und es müssen daher 
auch die im concentrischen Bogen liq \n derselben Zahl 
entstandenen Theilbogen eniander gleich seyn. 

Man hat daher , ««m a und {i die. Anzabl der Bogen- 
tbeile von ftm und hn, beziehnngsweise mp nnd n</, und 
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ty T die Längen der entstandenen Theilbogen in beiden con- 
centrischen Kreisen bezeichnen, die Proportion : 
. hm : mp = axt : ßxt = a : ß, 
hn : n^ = aXT: fixT= a : ß, 
dah« ancb 

hm : mp = hn : nq. 

Zweiter Faü: Sind hm nndmfK dagegen nicht commen- 
sorabel, d. h. lässt sich, in wie viele gleiche Theile auch b m 
zerlegt werden mag, kein Tbeil angeben , der ohne Rest in 
mp aufgeht, so wird , wenn man wieder aus c durch die 
Theilpuncte gerade Linien zieht, wie klein auch die Theile 
genommen werden , der Fnnct p beständig zwischen zwei 
ttichsifolgenden Theilpnncten r und /, und der Punct q be- 
slSndig zwischen zwei nnmiltelbar folgenden Theilpnncten 
a nnd u liegen. 

Es sind daher die beiden Verhältnisse bm : nip und 
kn : nq Jederzeit zwischen den Grenzen 

Vwr na J \mt nuJ 

enthalten. Nun lassen sich aber diese Grenzen einander so 
nahe bringen, dass ihr Unterschied kleiner als Jede bestimm- 
bare Grösse \ nnd hieraus folgt, dass zwischen den Verhält- 
nissen bm : mp und Au : nq kein Unterschied bestehen 
kann, dass also auch fnr den Fall der Incommensarabilität 
von im und mp die Proportion 

Am : mp = hii : nq 
Statt hat. 

'Welchen Halbmesser man daher auch bei Anwendung 
des Bogenmaases zum Grund legen mag, so bleibt das Ver- 
hältniss der Bogen zweier gegebenen Winkel constant, daher 
auch das Verhällniss der Bogen , wenn diese selbst wieder 
durch gleiche Grössen , z. B. den zugehörigen Umkreis ti 
gemessen werden, 

Theill man den Umkreis in eine Anzahl unter sich gleicher 
Tbeile , so Verhalten sich zwei gegebene Winkel auch wie 
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die Anzahl der in den Bogen enthaltenen Theil« , was znm 
Gradmaas führt. 

Zur Ergänzung dieser Theorie ist noch anzuführen, dass 
wie leicht zu linden, die Snmme zweier Nebenwinkel gleich 
zwei rechten Winkehi oder ISO", wenn der Umfkog des 
Kreises in 360 gleiche Theile oder Grade zerlegt wird; 
ferner dass die Scheitelwinkel , deren Gleichheit im $. 58 
nur für einen besondem Fall erwiesen wnrde, immer einander 
gleich sind. 

Das hier betrachtete Bogen- und Gradmaas erweist sich 
ZOT Messung der Krfimmungen nicht brauchbar ; för diese 
ist daher die Einführung eines andern Maases erforderlich; 
da dieselbe aber von der Voraussetzung des Durchschneidens 
gerader Linien unter gegebenen .Umsländen busgeht , so 
wollen wir znvor die Bedingungen, unter denen zwei gerade 
Linien sich schneiden miissen, nnlersnchen, nemlich zur Lösung 
des Parallelproblems fibergehen und alsdann erst die Gründe 
für die Nolhwendigkeit eines besondern Krümmnngsmaases 
entwickeln und die Beschaffenheit des letztem angeben. 
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ParalUlprohlem. 



%. 94. 

Liegt TOB zwei geraden Linien die eine in einer gegebenen 
Ebene nnd wird diese ron der andern geraden in einem der 
ersten ni^t ftngehörigen Piinct geschnittoi, ss giebl es keine 
Ebene, in fcnen beide gerade Linien gleichzeitig liegen. 

Ist X die gegebene Ebene, sA die in ihr befindliche 
gerade, und c; die zweite die Ebene in c schneidende 
gerade, so hat der Voraossetznng nach entlieh die gegebene 
Ebene mit e 9 nur den Pnnct c gemein. Es kann aber auch 
keine andere durch alt gelegte Ebene mit cg mehr als einen 
Puacl gemein haben. Denn wenn möglich seyen zwei Puncte 
p und g der geraden cg Pnncte einer durch ab gehenden 
Ebene, alsdann fiele auch derPunct c in diese Ebene, die- 
selbe wftre mithin, da sie drei Puncte a, b und c in krummer 
Temioa mit der Ebene x gemein hätte, mit letzlerer identisch 
und es fielen daher auch alle Poncte der geraden cg in die 
Ebene x , was gegen die Voraussetzung. 

Es giebt also keine Ebene, welche durch die beiden 
geraden ab nnd cg zugleich gehl 
$. 95. 

Zwei gerade Linien, durchweiche sich keine Ebene legen 
lässt, schneiden sich nicht, da durch Jedes Paar sich schnei- 
dender Geraden eine Ebene möglich ist. 
S- 96. 

In jedem Dreieck ist der von einer Seile mit der Ver- 
längerung einer andern gebildete äussere Winkel grösser als 
Jeder der beiden innem entgegengesc4zlen Winkel des Drei- 
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ecks. Aach betragen Jede zwei Winkel eines Dreiecks 
zusammen weniger als 180 ", 

Ist abc das Dreieck, eg die Verlängenuig derSeite ae, 
so halbire man bc in A, ziehe ahm, mache hiit = ah und 
ziehe em, so sind der Construction znfoTge und wegen 
Gleichheit der Scheitelwinkel die Dreiecke a&i tmä mkc 
congment, daher die correspondirenden Winkel abh and mch 
einander gleich. Nun ist der Winkel mch ein Theil des 
Winkels gcb, mithin ist der Winkel b kleiner als der 
Winkel bog. Auf ihnliche Art findet man den Winkel a 
kleiner als den Winkel acr; aber acr = bcg, mithin ist 
jeder der beiden Winkel s und b kleiner als der Süssere 
Winkel bcg. 

Nun sind die Nebenwinkel bca-\-bc9 = 180°, daher 
bca+a oder c+a<180', fthnlich findet man c+ä<180° 
mia+b < 180°. 

$. 97. 

Verbindet nuin beliebig« Puncle einer nnbegrenzten 
geraden mit beliebigen Funden einer andern in derselben 
Ebene befindlichen, unbegrenzten geraden dorch gerade 
Linienstücke, so schaeiden sich erstere nicht, sobald die- 
selben mit niir einer einzigen dieser Verbindungslinien ein 
Paar innere Gegenwinkel bilden, deren Summe = 180°. 

Denn sclinitlen sich jene unbegrenzten geraden Linien, 
auf welcher Seite es seyn möge , so entstünde ein Dreieck 
mit zwei Winkeln, deren Summe 180° betrüge, was nacb 
dem Torheigeheaden Paragraphen unmöglich. 
$. 98. 

Theill man den Halbmesser eines Kreises (Fig. 31) be- 
Hebig in zwei Theile und ist des Theilpunctes Abstandssumme 
TOOi Cenlnim und einem andern Punct der Kreisebene ausser- 
halb des Halbmessers gleich oder kleiner als letzterer, so liegt 
dieser zweite Punct im Innern der Kreisfläche. 

Denn ist a der Endponct des Halbmessers und m 
der Theilpunct desselben, » ein Peripheriepunct nnd p ein 
Punct ausserhalb der Kreisfläche; so ist mc-i-mo>-cn und 



,y Google 



— 70 — 
mt-\-mp>-ep; aber cpxrn, umso mf>ia mc + mp>en. 

Ist daher des Puoctes m AbstaDdssnmme von c tind Binem 
andern Pnnct der Ebene des Kreises aasserhalb des Halb- 
messers ea <: r, so kann dieser letztere Ponct weder in 
der Peripherie noch ausserhalb des Kreises liegen, er moss 
daher im Innern der Kreisfljiche enthalten seyn. 
$. 99. 

Schneiden sich (Vig. 32) die beiden geraden pq andor 
in c unter einem Winkel aep, und zieht man in der Ebene 
beider Linien durch den Scheitel c zwischen den Schenkeln 
cp und ac eine dritte Linie cii, so ist der Winkel acp>ncp. 

Bewegt sich nun der kleinere Winkel ncp längs seiner 
Ebene der Art , dass der Schenkel ep die unbegrenzte p ? 
nicht verlasst und ist , nachdem der Scheitel c in der über 
ihn ziehenden Verlängerung des gemeinschalllichen Schenkels 
im Punct * angelangt ist , ein Punct n des Schenkels von 
der einen Seite der ca zur andern übergegangen, so erfolgte 
dessen Durchgang durch die Linie ca, sofern ea nicht 
kleiner als cb-i-cn. 

Denn constrairt man aus c einen Kreis in der Ebene 
dieser Linien mit einem Halbmesser ca nicht kleiner als 
cb + c», so ist während der Bewegung des Scheitels und 
Schenkels die Summe des Schenkelstückes cn und des 
Scheitelabstandes eb beständig kleiner als ca und erreicht 
erst nach dem Eintritt des Scheitels c in den Punct b die 
Grösse des Halbmessers ea. 

In beiden Fällen aber kann der Punct n nach dem vorigen 
Paragraphen das Innere der Kreisfläche nicht verlassenj ist 
daher der Punct » von der einen Seile des Durchmessers 
zur andern übergegangen, so konnte dies nicht ohne Durch- 
gang durch den Schenkel c a erfolgt seyn. 
S. 100. 

Leicht erweisliche Sätze sind, unter der Voraussetzung 
des vorigen Paragraphen 

1. dass keine zwei Puncte des Schenkels ett gleichzeitig 
durch ca hindurchgehen, 
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2. da£s wenn der Winkel cbm ■< pea, die mit Ad- 
näheniDg des Scheitels 6 an c verbundene Bewegung des 
Schenkels b m zum Durchschnitt des letztem mit c a ftthrt, 
bevor noch b den Scheitel c erreicht hat, 

3. dass Bewegung irgend eines Pnnctes des Schenkels hm 
nach ein oder der andero Seite von b m auch Bewegung Jedes 
andern Pnnctes desselben nach derselben Seite zur Folge hat. 

$. 101. 

Sind (Tig. 33) ein Paar innere Gegenwinkel « 4- y 
ZQsammen •clSO" nnd errolgt liir einen bestimmten Scheitel- 
abstand ac Darcbschnitt der beiden Linien ab and cb, so 
ist dieser Scheitelabstand nicht der grösste, bei welchem far 
die gegebenen Winkel Durchschnitt eintreten kann. 

Ist b der Durchschnittspunct, so liegen alle Puncle der 
VerUQgermig 6 m nnlerhalb c q, wenn a oberhalb lag. 

Bewegt sich nun der Winkel t. mit seinem Scheitel längs 
et nnd zwar mit Vergrössening des Scheitelabstandes, so 
wird auch jeder andere Puncl m der Schenkelverlängerung 
Bewegung annehmen^ und nachdem a den Abstand et erreicht 
hat , auch m in einem andern Ort n eingetroffen seyn und 
dieser entweder unterhalb cq oder in cq oder oberhalb cq 
sich befinden. 

In beiden ersten Fällen schneiden sich tn und cq. Im 
letztern Falle mussle, wenn cq ? et-\'am gemacht war, 
der Panct n> , bevor er oberhalb c q gelangte , nach dem 
vorigen Paragraphen dnrcb cq selbst hindurchgegangen seyn, 
also auch hier ein Durchschnitt p beider Linien sich ergeben 
haben, der einem zwischen a und /, z. B. in m liegenden 
Ort des Scheitels entspricht. Es war also in keinem Fall ao 
der grösste Scheitelabstand, bei welchem die ab und c6 
einander sich schneiden können, und es ergeben sich daher, 
wenn Durchschnitt zweier Linien ingegebenenScheilelabstand 
eintritt, auch Durchschnitte für grössere Scbeitelabstände. 
$. 102. 

Zwei in derselben Ebene hegende unbegrenzte gerade 
Linien, welche mit einer dritten sie schneidenden ein Paar 
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iOBere Gegenwinkd rasaminen < 180", das aadwe Paar 
daber zusammen >- ISO" bilden, schneiden sich bei jedem 
SchMidabstand und zwar auf der Seite der kleinem Wlnkei- 
snnime. 

Denn sind (Tig. 34) ag nnd ch jene unbegrenzten 
geraden Linien, ae eine Verbindungslinie and ist der Winkel 
ffac<zbch, SO mösste, so Tem sich beide Linien nicht in 
jedem Scheitelabgland ac schnitten, bei der früher ange- 
dentetenWinkelbewegnng ein erster Durchschnitt sich ergeben, 
bevor noch der Scheitel a im Scheitel e eingetroffen , es 
mtisste also zwischen a und e ein Ponet n nnd demnach ein 
Scheitelabstand en sich bestimmen lassen, in welchem beide 
Linien steh schneiden, bei dessen Ueberschreitong aber kein 
Durchschnill erfolgt. Eüien solchen PuBCt giebt es aber 
nach dem vorigen Paragraphen nicht, mithin kann die unbe- 
grenzte ag nicht durch Bewegung zd einem ersten Durch- 
schnitt gelangen, sie mass daher in jedem Sctieitelabstand 
die gerade bc schneiden. 

Dieser Durchschnitt muss femer auf der Seite der kleinem 
Wiikelsumme eintreten, indem Dreiecke unmöglich, derui 
zwei Winkel zusammen 180 " übersteigen. 
$. 103. 

Zwei üi derselben Ebene liegende unbegrenzte gerade 
Linien schneiden sich nicht, sobald sie mit nur einer einzigen 
geraden Verbindungslinie ein Paar innere Gegenwinkel = 180°; 
zwei dergleichen Linien aber schneiden sich, sobald sie mä 
mr einer einzigen dieser Verbindnngslinien ein Paar innere 
Gegenwinkel einerseits > , andererseits <: 180 " bildra. 
Hieraus folgt, dass ein und dasselbe Paar begrenzte oder 
unbegrenzte gerade Linien mit allen nur denkbaren geraden 
Verbindnngslinien dergleichen Winkelsammen nur von einerlei 
Art bilden kann; femer, dass wenn zwei in derselben Ebuw 
liegende unbegrenzte gerade Linien sich nicht s(Aneideii, 
die innern Gegenwinkel, die sie mit Jeder dritten Linie 
bUden, zusaminea 180° betragen. 

Zwei in defselbes Ebene Uegesde, sich uciu scbieidende 
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nnbegrenzle gnade Linien oder anch zwei begrenzte Linien 
dieser Alt, die bei Aufhebung der Begrenzung sich nicht 
schneiden würden, heissen ParaileUinien. 
S- 104. 
Ohne Schwierigknt findet mtn tsa weiter, dass die 
Winkelsumme eines Dreiecks = 180°, 
eines Tiereoks = 360°, 
femer, dass die in irgend zwei Scbenkelpuncten eines Winkels 
in dessen Ebene uif beiden Schenkeln errichteten nnbegrenzten 
Senkel sich irgendwo schneiden ; und mit Hülfe des letztem 
Satzes endlich, dass dorch Jede drei in krummer Temion 
befindliche Pnncte «i Kreis gezogen waden kaon. 
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Ku^eUernionen und BffUUion, 



I. KageltomlMMm. 

$. 105. 

Sind drei Poncte gemeinschaftliche Puncle dreier Kugeln, 
so Echneiden sich diese in einem und demselben durch 
Jene Puncle gebenden Kreis und ihre Centren liegen in einer 
nnd derselben geraden Linie. Drei Kageln ferner , deren 
Centren nicht in derselben geraden Linie liegen , können 
höchstens zwei Puncte gemeinschaftlich besitzen. 

Sollen drei Kngetn drei Puncte gemeinschaftlich besitzen, 
so mtkssen sich je zwei derselben in einem dnrch diese drei 
Fände gehenden Kreise schneiden , da Berührung zweier 
Kugeln in nicht mehr als einem Puncte statt hat. 

Nun ist aber durch drei nicht in gerader Linie liegende 
Puncte nur dn einziger Kreis möglich, mithin fallen die drei 
Durchschnitte Je zweier dieser Kugeln sfimmtlich in einen 
einzigen zusammen. 

Da femer kein Cenlrum eines Kreises ausserhalb seiner 
geraden Centrilinie hegt, so folgt, dass die drei Kugelcenlren, 
da sie zugleich Centren des gemeinschaftlichen Durchscbnitls- 
kreises sind, in dessen Centrilinie, also in einer geraden Linie 
liegen, endlich dass wenn die Centren dreier Kugeln nicht in 
gerader Linie sich befinden, diese Kugeln sich nicht in einem 
gemeinschaftlichen Kreise schneiden , sondeni höchstens 
zwei gemeinschaftliche Puncte haben können. 
S. 106. 

Jedem Foncte einerseits einer dnrch drei Kreispnncte 
gehenden Ebene entspricht zur nemtichen Seile kein anderer 
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Paoct in denselben Absläaden von den gegebenen dreiPancten. 
Dagegen beBndet sich zur andern Seite der Ebene in ganz 
denselben Absländen eift zweiter Funct. Daher liegt anch, 
sobald drei Kugeln nur zwei Funde mit einander gemein 
haben und der eine derselben einerseits der durch die drei 
Centren gehenden Ebene liegt, der zweite gemeinschaftliche 
Puncl auf der andern Seile dieser Ebene* 

Ist in (Fig. 35) ein Funct oberhalb der darch die drei 
Pnncte a, b, c gehenden Ebene, so errichte man das Senkel 
mp, mache np = mp, dann ist wegen Congruenz der 
Dreiecke hm = bn, nm = aa, cm ^ cn; es hat also 
unterhalb der Ebene der Funct n des Senkels im Abstand 
np^mp vomFusspuncl dieselben Abslände von a, bundr, 
wie der oberhalb befindliche Funct m. Nun können m und » 
zugleich als gemeinschaftliche Funde dreier Kugehi, deren 
Cenb'eo a, h, c, und deren Halbmesser die gegebenen Ab- 
stände am = II» etc. sind, betrachtet werden; und da drei 
Kugeln, deren Ceniren nicht in gerader Linie liegen, höchstens 
zwei Fnncte gemein haben, so folgt, dass es keinen Fnnct 
mehr giebt ausser n, der dieselben Abstände von a, b und c 
hat wie der Funct m. 

$. 107. 

Drei Kugeln, deren Ceniren in einem Kreise liegen, haben, 
falls sie gemeinschaftliche Functe in der Ebene der drei 
Centren besitzen, keinen gemeinschafllichen Puncl ausserhalb 
derselben. 

Denn läge ein solcher Funct ausserhalb der Ebene, so ent- 
spräche ihm zur andern Seile der Ebene ein anderer Fnnct 
als gemeinschaftlicher Funct and die drei Kugeln hätten daher 
mehr als zwei gemeinschaflliche Pnncte, was, da ihre Centren 
nicht in gerader Linie, unmöglich. 

S. t08. 
Drei Kugeln a, b, c, deren gleichnamige Ceniren in einem 
Kreise liegen, können in der Ebene der Centren nicht mehr 
als einen Punct gemeinschaftlich haben. 

a 
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Dra KugelB haben ia der Ebene ibrer Centren anr einen 
PVBCt gemein: 

i. wenn zwei derselben sich von innen oder nassen be- 
rühren nnd die dritte Kngel durch diesen Berühinngspnnct 
geht; denn BerOhrnng zwei^ Kugeln flndet in nur einem 
einzigen in ihrer Centrilinie liegenden Pnncte statt, Jene 
aber liegt in der Ebene der drei Centren, da zwei ihrer 
Pnncte dieser Ebene angehören, mithin befindet sich auch 
dieser Berflhnngspnnct darin. 

2. Wenn zwei dieser Kngebi sich schneiden und zugleich 
die dritte Kugel 

a. entweder die Ebene des Durchschnitts der beiden ersten 
Kugeln im Umfang des Durchschnittskreises berührt; 

b. oder diese Ebene in einem Kreise schneidet, und beide 
Kreise sich sofort von innen oder aussen berühren. 

/u 2'. Berührt die dritte Kugel c die Ebene des Kreises 
der Kugeln a und b, und soll dies im Umfang des Kreises a b 
geschehen, so muss es in einem der beiden Durchschnitts- 
pnncte dieses Kreises und der Ebene abc statt haben; denn 
würde die fierübrnng in einem andern Pnncte des Umfangs 
eintreten, also einseits der Ebene aic, so entspräche diesem 
Ponct andererseits ein zweiter, i» ganz denselben Abständen 
von den Kugelcentren; es erfolgte also die Berührung der 
dritten Kugel nnd der Ebene des Durchschnittskreises der 
beiden andern in zwei Puncten, was unmöglich. 

Zu 2^ Berühren sich die beiden Kreise, so hat diess in 
der Ebene der drei Kugelcentren statt. Denn erfolgte die 
Berühmng ausserhalb dieser Ebene , z. fi. zur einen Seite, 
so ents|ffiehe zur andern Seite diesem Punct ein zweiter 
Puttct in ganz gleichen Abständen von den Kugelcentren nnd 
es hätten alsdann beide sich berührende Kreise zwei Puncle 
und somit sSnunlltche Pnncte mit einander gemein, d. h. sie 
fielen gänzlich zusammen ; es läge daher auch das Cenlmm 
der dritten Kugel in der dnrch die Centren der beiden andern 
gehenden geraden Linie, was gegen die Voraussetzung. 

Der Berührungspunct beider Kreise liegt dahw in der 
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Ebene der drei Kugelcentren. Hieraus Tolgt auch, dass das 
Centram des Kreises, den der Dorchschnitt der Kogel c mit 
der Ebene des Kreises ab bUdet, in der Ebene ahc liegt, 
indem dieses Centrum in der durcli das Centnim des Kreises 
a&nnd den Berührungspunctbeider Kreise sich ers^eckenden, 
also in der Ebene ahc befindlichen geraden Linie liegt. 

Im vorstellenden sind die Fälle bezeichnet, in denen drei 
Kugeln in der Ebene ihrer Cenlren einen Fancl gemein haben, 
Dass drei Kugeln in der Ebene ihrer Centren nie mehr als 
einen Punct gemein haben können, erhellt aus folgenden 
Betrachtungen. 

Sollen drei Kugeln, deren Centren in einem Kreis, zwei 
Pancte gemein haben, so müssen sich erstlich zwei duselben 
in einem Kreise , sodann die dritte Kugel die Ebene des 
letztem in einem zweiten Kr^se , endUch beide Kreise sich 
wieder in zwei Puncten schneiden. 

Nun schneiden sämmlliche aus dem Centnim c beschrie- 
bene Kugeln die Ebene des Kreises ah va concentrischen 
Kreisen , d. h. es haben alle diese Kreise ein und dasselbe 
Cenlnun. Dieses liegt aber nach dem obigen von einem 
dieser Kreise, mithin von allen in der Ebene ahc, mithin 
auch die CentriUnie beider Kreise. 

Die Durchschnittsponcte Jedes dieser Kreise mit der Ebene 
»bc gehören ferner dieser CeatriUnie an, wogegen die Durcb- 
schnittspnncte beider Kreise ausserhalb der CentriUnie, mit- 
hin auch ausserhalb der Ebene ahc und zwar zu beiden 
Seilen derselben liegen. Es befinden sich daher in allen 
Fällen, in denen drei Kugeln nur zwei Pancte gemeinschaft- 
lich haben , dieselben zu beiden Seiten der durch die drei 
Centren gelegten Ebene. 

$. 109. 

Drei Kugeln von gleichen Halbmessern kfinnem sich nar 
in einem oder zwei Puncten schneiden. 

Die DnrchschniUspnncte dreiM' Kugeln von gleichen Halb- 
messern sind von drei Puncten, den Kugelcentren gleich weit 
«olfenU. Nun Ist kein Pnnct von mehr als zwei Pnncten 
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einer geraden gleich weit enlfenit. Hieraus folgt , dass di« 
Cenlrcn dreier sich schneidender Kugeln Yon gleichen Halb- 
messern nicht in gerader Linie liegen und somit auch der 
DurchschniU dreier Kugeln toq gleichen Halhmessern in nur 
einem oder zwei Pnncteii erfoigen kann. 
$. 110. 

Die gerade Linie ist Centrilinie eines Kreises, wenn zwei 
ihrer Poucte Centren desselhea sind. Ist ein Punct aber 
Centrum eines Kreises, so ist er es auch in Bezug auf Jede 
Termon seiner Pancte. Da nun die Centrilinie zur nemhcben 
Seite der durch drei Pnncte des zugehörigen Kreises gehenden 
Ebene in jedem den Halbmesser übersteigenden Absland von 
diesen Funden einen Punct enthält, in Jedem solchen Abstand 
von den gegebenen Punclen zur nemlichen Seite der durch die- 
selben sich erstreckenden Ebene aber nur ein einziger Punct 
möglich ist, so folgt, dass Jeder Punct der von drei Punclen 
eines Kreises gleich weil entfernt ist, seiner Centrilinie an- 
gehört, dass also die stetige Folge aller Functe, deren Jeder 
von einem unter drei gegebenen Punclen so weit entfernt ist, 
wie Ton jedem der beiden andern, eine gerade Linie bildet j 
daher diese unabhängig von der Ebene sich auch dehniren 
lässl als Ort aller Functe, deren Jeder Ponct von einem unter 
drei gegebenen Functeu so weit absteht wie von Jedem der 
beiden andern. 

Da endlich Jeder Punct der geraden Linie in Bezug auf 
solche drei Puncto als gemeinschaftlicher Punct dreier Kugeln 
erscheint, deren Centren diese drei Puncte und deren Halb- 
messer dem Abstand des gegebenen Functes von den Centren 
gleich ist, so ist die gerade Linie auch der Ort der Durch- 
scbnittspuncte stetig wachsender symmetrischer Kugel- 
lemionen von nnver&nderlichen Centren oder die stetige 
Folge dieser Durchschnittsponcte bildet die gerade Linie. 

n. Botatlon eines Syatewam um iwei Centren. 
$. 111. " 

Liegen drei in krummer Temion befindliche Puncte in 
einer gegebenen Ebene und rotirt der eine dieser Puncte um 
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die beiden andefn als Centren, so verlässt derselbe diese 
Ebene mit EialriU der Bewegung. 

Die Rolalioa des Punctes geschieht in einem die Ebene 
in zwei Punclen durchdringenden Kreise. Diese Durch- 
schnittspuncte folgen aber nicht stetig auf einander , da sie 
den Kreis in zwei Hälften trennen, nnd hieraus geht hervor, 
dass der Eintritt der rotirenden Bewegung Jederzeit mit dem 
Austritt aus der Ebene verbunden ist. 
S- 112. 

Liegen drei in krummer Ternion beBndliche Puncte in 
einer gegebenen Ebene und rotirt dieselbe mit einem dieser 
Puncte um die beiden andern als Centren, so rotiren alle 
fibrigen mit den Centren nicht in gerader Linie beBndlichen 
Puncte der Ebene; eine unmittelbare Folge der Einheit der 
durch eine solche Ponctentemion gelegten Ebene. 
§. 113. 

Rotirt irgend ein Punct eines Systems um zwei andere 
Puncte desselben als Centren, so ist damit auch Rotation 
jedes andern , mit diesen in krummer Ternion beündlichen 
Punctes verbunden, sofern das System in den gegenseitigen 
Abslandsbeziehungen seiner Poncte unverändert bleiben soll. 
Es findet ferner beim Wiedereintritt eines rotirenden Fundes 
in seinen anfänglichen Ort gleichzeitig auch der Wiedereintritt 
aller rotirenden Poncte in ihre ursprünglichen Orte statt. 

Es sey (Fig. 36} m der um a und b rotirende Funct, mpu 
der von ihm zu beschreibende Kreis, ferner r irgend ein 
anderer mit a und b In krummer Ternion befindlicher Punct 
des Systems und y die durch «, ö und /■ gelegte Ebene, so 
schneidet diese die Kreisebene , mit der sie das Gentrum c 
gemein hat, in einer durch dieses und den Kreisumfang 
gehenden geraden Linie cp. 

Beschreibt nun m in seinem Kreis das Bogenstück m%, 
so beschreibt auch der zum Durchschnitt beider Ebenen ge- 
hörige Kreispunct p ein gleich grosses BogenslUck p q, indem 
die Poncte m nnd p bei der Rotation ihren Absland bei- 
behalten. 
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Rotirt aber p , so rolirt nach dem vorigen Paragraphen 
aach der mit ;> in derselben Ebene liegende Pnnct r. Die 
Rotation eines Pnnctes m um a und b hat daher Rotation 
jedes andern Panctes r xar Folge , der nicht in der dordi 
a und b sich erstreckenden gnaden Linie li^ — Jedem 
bestimmten Ort des Panctes m entspricht ein bestimmter 
Ort der Pont^ p and r nnd hieraus geht hervor, dass mit 
Eintritt eines rotirenden freies in seinen anfiUigUchen Ort 
zugleich der Wiedereintritt aller rotirenden Puncte in ihre 
ursprüRgUdie Lage erfolgt. 
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PBnfter Abschnitt. 

BerüArut^ und Krtlmtnuny der Linien, 



Eiae Linie , welche mi( einer andern so Tide stelig auf 
einander folgende Pnncte gemein hat, als zu ihrer Orts- 
bestimmnng erfordert werden, heisst Berfihrungslinie der 
andern in den gegebenen Pnnclen und zwar BerUhrungsliiiie 
im engem Sinn. 

Insbesondere lieisst die gerade Linie , welche mit einer 
Curve zwei stetig folgende Puncle gemein hat, Tangente der- 
selben, nnd der Kreis, welcher mit einer andern Curve drei 
stetig auf einander folgende Puncte gemeinschaftlich besitzt, 
Berührungskreis und aus weiter unten zu ersehendem Grunde, 
auch Krümmungskreis in den gemeinschaftlichen Pancten. 

Berührungslinie im weitem Sinne ist eine Linie , sobald 
sie mit einer andern mindestens zwei, jedoch eine geringere 
als die zu ihrer Bestimmung erforderhche Anzahl stetig 
folgender Puncte gemein bat. Der Kreis also, der mit einem 
andern Kreis oder irgend einer andern Curve zwei stetig 
folgende Puncle gemein hat, berührt letztere im weiteru Sinne. 
Man thellt daher die Berfilinmgen nach der Zahl der Be- 
rührungspuncte in Ordnungen und unterscheidet Berührung 
der ersten, zweiten Ordnung etc. 

Die gerade Linie kann mit einer Curve, dem Begriff der 
letztem zufolge, in der Regel nur eine Berührung der ersten 
Ordnung eingehen, da in der Regel keine drei stelig folgende 
Puncle einer Cone in gerader Linie liegen. Dagegen kann 
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der Kreis andere Cnrven in erster mid zweiter Ordiiiuig 
berühren. 

Da die gerade Linie die einzige, die dorch zwei Pnncte 
bestimiBl ist, alle andern Linien aber zn ihrer Bestinunnng 
mindestens drei Pnncte erfordern, so Bndet zwischen Cniren 
irgend welcher Art, sobald sie nnr zwei stelig folgende Pnncte 
gemein haben, nur Berührung ip weitem Sinne statt. Solche 
Gurren haben in den gegebenen Punctenpaaren eine ge- 
meinschaftliche berührende Gerade oder Tangente. 

Ist X (Fig. 37) ein Kreis, und a h eine Gerade, die mit 
demselben einen Punct a gemein hat nnd rerlüngert ihn in 
einem zweiten Pnncte n durchdringt, ist femer nA im Ort a 
eine Tangente, so lassen sich aus a unzählige andere Geraden 
ad, ag ziehen, welche zwischen ah and dem Bogen ax 
hindurchgehen, dagegen ist zwischen der Tangente und dem 
Bogen keine andere Gerade mehr ans a möglich, es wird 
vielmehr Jede durch a und einen im Ranm hax befindlichen 
Punct r sich erstreckende Gerade a r den Bogen a x ii^ndwo 
durchdringen. 

Ist femer abedg (Fig. 3S) eine Cnrve und a&« ein 
Kreis, der mit ihr zwei stelig folgende Pnncte a nnd h gemein 
hal, so sind unzählige andere Kreise durch dieselben beiden 
Puncte zur nemlichen Seile der Gurre möglich. Unter allen 
denkbaren Kreisen dieser Art ist einer, der auch noch den 
dritten stetig folgenden Punct c mit der Gurve gemein hal, 
zwischen welchem und der Gurre durch die gegebenen drei 
Puncte kein anderer Kreis mehr conslruirt werden kann, nnd 
der als der letzte aller Kreise erscheint , die die Gurve in 
dem gegebenen Ort umschliessen und der den Uebergang 
bildet zn den Kreisen , welche von der Gurve in dem ge- 
gebenen Ort umschlossen werden. 

Will man daher die Einfühmng stelig folgender Puncte, 
die was Abstand anbelangt, nur als einziger Punct erscheinen, 
bei der Begriffsbestimmung der Berührung umgehen, so lassen 
sich nach den angerührten Erscheinungen die Tangente nnd 
der Berührungskreis definiren, wie folgt: 
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1. Eine gerade Linie, welche mit einer Cnrre einen Pnnct 
gemein hat , ist Tangente an diesen Pnnct , wenn ans dem- 
selben keine andere Gerade mehr gezogen werden kann, 
deren AnfangsslUck zwischen der gegebenen geraden ttnd 
der Gurve hindurchzieht. 

2. Ein Kreis , der mit einer Carre einen Pnnct gemein 
hat , ist Berührungskreis an diesen Pnnct , wenn ans dem- 
selben kein anderer Kreisbogen mehr gezogen werden kann, 
dessen Anfangsslück zwischen dem gegebenen Kreis und 
der Curve bindurchgeht. 

Aus dieser Begriffsbestimmnng lässt sich zugleich ein 
Verfiihren zur Constmclion der Tangenten an einen bestinmilen 
Kreispunct herleiten. Zieht man nemlich aus dem Centrnm 
an den gegebenen Punct des Umfangs einen Halbmesser, 
enicbtet auf denselben in der Ebene des Kreises in Jenem 
Punct ein Senkel , so ist dieses eine Tangente. 

Denn ist ah (Pig. 37) das Senkel auf den Halbmesser ac, 
60 wird jede durch a und einen zwischen dem Bogen ajs 
und dem Senkel ah befindlichen Pnnct r sich erstreckende 
Gerade ar mit ihrem Anfang in dem Innern des Kreises 
liegen, weil der Winkel car<: 90", daher der dem Punct a 
zunächst folgende Punct der Geraden ax von c einen geringem 
Absland als der Pnnct a haben muss. 

Zugleich folgt, dass die früher gegebene Begriffsbestim- 
mung der Berührung zweier Kreise der hier gegebenen all- 
gemeinen nicht widerstreitet, da, wenn zwei in derselben 
Ebene liegende Kreise nur einen gemeinschaftlichen Punct 
besitzen, dieser nach dem Trüher erwiesenen der durch beide 
Centren ziehenden geraden Linie angehört, oder mit andern 
Worten die ans den Centren nach dem gemeinschaftlichen 
Punct gezogenen Radien in einer und derselben geraden 
Linie liegen, daher das in dem gemeinschaftlichen Punct auf 
den einen Halbmesser errichtete Senkel zugleich auch Senkel 
auf den andern, dieses mithin gemeinschaftliche Tangente 
beider Kreise in dem gemeinschaftlichen Pancte ist. 

Berühmng bildet übrigens keinen Gegensalz von Schneiden, 
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da beides vereinigt ond eine Tangente unter Umständen 
EDgleidi DorchscIinittsliBie seyn kann, was fll>erall dort der 
Fall, wo die Curve, wie CPig> 393, «^s der Convexitäl znr 
ConcaviUt äbergeht, oder wo der Durchschnitt der auf 
einander folgenden Normalen von einer Seite der Corve zur 
andern überspringt. 



S. U5. 

Constmirt man in einen Kreis ein regnlftres Vieleck, nnd 
errichte! auf jede Seite in einem Eodptmct ein Senkel, so 
schneiden sich , wie leicht zn beweisen , je zwei und zwei 
dieser Senkel oder Normalen und es entsteht im Innern des 
Vielecks ein ans den von je zwei Dorchschnittsponcten be- 
grenzten Senkelstücken bestehendes, dem gegebenen an 
Seitenzahl gleiches reguläres Vieleck des nemlichen Centnuns, 
dessen Scheilelpnncte dem Centnim näher liegen als die- 
jenigen des gegebenen Vielecks. 

Je grösser die Seitenzahl des ia den Kreis eingeschrie- 
benen Vielecks , am so näher rücken die Scheitelpiincte des 
secnnddren Vielecks , wie wir das durch Jene Senkelstücke 
erzeugte heissen wollen, dem Kreiscentram. 

Denken wir uns durch jedes Paar stetig folgende Puncte 
des Kreises Tangenten gezogen und auf diese in gleicher 
Weise in dem einen Funct die Normalen errichtet, so bilden 
die auf einander folgenden Durdischnittspuncte der letztem 
gleichfalls einen secnndären Kreis , der mit dem gegebenen 
Kreis ein gemeinschaftliches Gentrum besitzt und dessen 
Pancle von diesem Cenimm keinen Absland mehr haben, 
zwischen welchen und dem Centrum nur noch eine stetige 
OrtsTerschiedenheit besteht , ein Kreis also , der , was Aus- 
dehnung betriSl, als einziger mit dem Centnim zusammen- 
fallender Pnnct betrachtet werden kann. 

Die auf die Kreistangenten im Berühnmgsort errichteten 
Normalen schneiden sich also sfimmllich in ein und dem- 
selben Punct , dem Centrum , und sind daher alle einander 
gleich und mit dem Halbmesser congmenl. 
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Der Winkel, den zwei nächstfolgende Seilen eines Poly- 
gons bilden, belrdgt mit dem Winkel zweier nächstfolgenden 
coirespondirenden Normalen 1 80 ° ; aach ist der Winkel, den 
die Verlängemng einer Seite mit der folgenden bildet, der 
Nebenwinkel des Folygonwiakels gleich dem Winkel zweier 
nächstfolgenden Normalen. 

Ans gleichem Gmnde ist auch dieser Nebenwinkel zweier 
nnmiltelbar auf einander folgenden Tangenten des Kreises 
dem Winkel zweier unmittelbar auf einander folgenden Nor- 
malen oder Halbmesser gleich. 

Bei dem Polygon (Fig. 40} kommt dieser Nebenwinkel 
Qberein mit dem Winkel , welchen zwei mit den Nonnalen 
parallel gezogene, durch die Mitte der Seiten gelegte nnd im 
Centnim des umschriebenen Kreises sich schneidende Linien 
bildea,und dieser hat zumMaas das zwischen seinenSchenkeln 
liegende endliche Stack Bogen des umschriebenen Kreises, 
einen Bogen also, der den durch die Seitenzahl des Polygons 
angezeigten aliquoten Theil des Kreisumfangs bildet. 

Der von zwei unmittelbar auf einander folgenden Nor- 
malen eines Kreises gebildete Wüikel bat in gleicher Art den 
von zwei unmittelbar auf einander folgenden Puncten des 
Kreises begrenzten Bogen zum Maas; ein Bogenstück, dem 
alle AusdebuDiig oder Länge abgehl, da zwei stetig folgende 
Pimcte einer Linie nichts Ausgedehntes begrenzen. 

Wahrend also der Winkel des Polygons durch einen 
endlichen Kreisbogen gemessen wird, ist der Bogen, der als 
Haas des von zwei nächst folgenden Tangenten eines Kreises 
gebildeten Nebenwinkels erschemt, ohne alle Grösse, es ist 
also der Nebenwinkel zweier unmittelbar folgenden Tan- 
genten eine durch keine Bogenlänge zu messende Grösse, 
er ist, was Grösse anbelangt, ToUkommen NaII. Gleichwohl 
bilden zwei unmittelbar auf einander folgende Tangenten 
des Kreises keine einzige gerade Linie, da die in zwei stetig 
folgenden Puncten auf beide errichteten Senkel sich im 
CeninuD begegnen. Sie bilden also Winkel, der jax^ durch 
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Bogen nicht gemessen werden kann , zn dessen Messnng 
daher ein anderes Maas erforderlich ist. 

Diese durch das gewöhnliche Maas nicht messbaren 
Wmkel , die Winkel der Tangenten mit den Verlängerungen 
der nnmitlelbar folgenden Tangenten heissen Krümmungen. 

Kehren wir zn unserm Polygon zaräck] so schneiden sich 
zwei nächstfolgende Normalen in um so grösserer Entfernung 
von den Scheiteln, }e grösser bei constanter Seilenlänge der 
Polygonwinkel, oder je kleiner der Polygonnebenwiokel, der 
bei CurTen als der eigentliche Krümmungswinkel behandelt 
wird. Es wurde schon erwähnt, dass als Winkelmaas jede 
mit dem Winkel variirende Grösse angewendet werden kann, 
und Je nach der Wahl der Maase auch dasselbe Winkelpaar 
bald dieses , bald Jenes Verhällniss zn einander hat. Man 
sieht hier, dass mit der Zunahme der Polygonwinkel oder 
Abnahme der Polygonnebenwinkel die Lange der Normalen 
wichst, and man könnte daher auch zweien Folygonwinkeln, 
die Seiten überall von gleicher Länge vorausgesetzt, das 
gerade, und zweien Polygonnebenwinkeln das umgekehrte 
Verhältaiss der zogehörigen Normalen zuschreiben. So wie 
nnn verschiedenen Seniellängen verschiedene Polygonnebeo- 
wmkel entsprechen, so ist aas der Verschiedenheit der Kreis- 
halbmesser auch auf eine Verschiedenheil der Kreiskrüm- 
mnngen oder , was dasselbe ist , anf eine Verschiedenheit 
der Nebenwinkel , welche die Kreiselemenle mit den Ver- 
längerungen der unmittelbar folgenden Elemente bilden , zu 
scMiessea nnd es ist zulassig und üblich , diesen Neben- 
winkeln oder Krümmungen, wie diess bei den Polygon- 
nebenwinkeln geschehen könnte, das umgekehrte Verhällniss 
der entsprechenden Halbmesser beizulegen. Man hat daher, 
wenn k und K die Krümmungen und r und R die zugehörigen 
Halbmesser bezeichnen , die Proportion : 

k:K = ~:^ — R:r, 

d. h. es verhalten sich die Krümmungen verschiedener Kreise 
wie n[^g^kehrt ihre Halbmesser ; wogegen bei demselben 
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Kreis io allen Pancten die Kriimmong, wie bei dem regalSren 
Polygon in allen Scheileln der Winkel dieselbe Grösse hat. 

Da durch jede drei Funde in krummer Temion , also 
auch durch Jede Ternion stetig folgender Puncte der AK sich 
ein Kreis legen lässt, so kann man auch jede Temion stetig 
folgender Puncte jeder andern Cuire als Puncto eines Kreises 
betrachten, und es ist hiernach die Krfimmang der Cnrve in 
jeder Ternion der Krümmang des durch dieselbe gehenden 
Kreises gleich. 

Der Halbmesser dieses Kreises ist sofort derKriimmnngs- 
messer der Curve in der gegebenen Ternion oder dem ge- 
gebenen Pnnct, (da jede noch so grosse Menge stetig folgender 
Puncte in Ansehung des Abstands nur als einziger Funct 
erscheint) und heisst deshalb auch Krümmnngshalbmesser, 
so wie der zugehörige Kreis Krflmmungskreis genannt wird. 

Die Mehrzahl aller Linien bildet die Klasse der doppelt 
gekrümmten Linien , nemlich derjenigen , deren keine vier 
stetig auf einander folgenden Puncte in einer und derselben 
Ebene liegen. 

Diese Linien besitzen neben der hier betrachteten Krüm- 
mung noch eine zweite mit derFlächenkrOmmung zusammen- 
hängende, deren Auseinandersetzung aber hier unterbleiben 
muss, da die Abhandlung der Flächenkrümmang nicht in 
unserm Plane liegt. 



,y Google 



8 c h 1 u s s. 



Schliesslich wollen wir die zwischen der geraden Linie 
and andern Baumgrössen besiehende Analogie nachweisen 
und fiber die Hanplergebnisse dieser Untersuchnngen sowie 
die dabei au^estellten und abgeleiteten Begriffe räumlicher 
Grössen einen Ueberblick geben. 

Sind a, b , c nnd d in der angerührten Ordnung aoT 
einander Tolgende Pancte einer geraden Linie , sind femer 
die Abstünde ab und cd einander gleich und denkt man 
sich zuerst die mittlem Pnncle b nnd c als Cenlren ver- 
ünderlicber Kugeln mit der Bedingung , dass die Summe 
ihrer Halbmesser r nnd q beständig dem Absland der Süssem 
Pnncle a und </ gleich bleibt^ so findet 

für /■ >- ba aber <zbil Dnrchschnitt der Kngeln, 
^ r = ba Berührung derselben im Pnnct a, 
^T r = bd „ j, nn*') 

, . , I endlich weder Dorchschnitt noch Be- 
undr> bj ) 

rQhnmg statt. 

LUsst man daher denHalbmesser r von ba bis öd stetig 
wachsen , also q von bd b\s ba stetig um gleich viel ab- 
nehmen , so erhält man eine stetige Folge mit dem Pnnct 
anfangender and mit ihm endigender Kreise, eine völlig ein- 
s(^iessende zur Klasse der Ellipsoide gehörige Fläche , ein 
elliptisches Conoid, eine Fläche , deren Jeden Pundes Ab- 
slandssumme von den beiden mittlem Punclen der Gon- 
straction zufolge dem Absland der üussem Pnncle gleich 
kommL 

Betrachtet man dagegen die äussern Pnncle a und d als 
Cenlren veränderlicher Kngeln mit der Bedingung, dass der 
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Unlerscbied ihrer Halbmesser beständig dem Abstand der 
mittlem Pancte b nnd c gleich bleibt, so findet 

nr r > «6 aber < c ) „„„tectoi« d« K.gDln, 
uad ßr p > oft aber <: r) ° ' 

für r = a ft Berfihmng derselben im Ponct 6, 

fiirr = flc „ „ nn") 

für r nnd ^ <: afr oder cd endlich weder Dorcbsdinitt 
noch Berührung statt 

LSsst man daher unter der Voraussetznng r <z q den 
Halbmesserr, daher auch jenen Qyoa ab beziehungsweise ftd 
anfaBgend ohne Ende gleichmässig nnd stetig wachsen , so 
bildet die Folge aller mit dem Punct b beginnenden Durch- 
schnitte oder Kreise eine unbegrenzte Fläche. Ebenso ent- 
steht , wenn das Wachsen der Halbmesser mit der Com- 
bination r^acand ^ = c </ beginnt , vom Punct e aas- 
gehead eine zweite, von der ersten völlig getrennte, aber 
mit derselben congniente, nnbegreozte Fläche. Das System 
beider gehört zur Klasse der Hyperboloide nnd beissl hyper- 
bolisches Conoid. 

Es ist dieses Flächensystem der ConslmcUon zufolge ein 
solches, dessen Jeden Pancles Abstandsunterschied von den 
gegebenen äussern Pnncten dem Absland der mittlem gleich 
kommt. 

Diess vorausgeschickt geben wir folgenden Ueberblick : 

1. Der Ort aller von einem gegebenen Punct gleich 
entfernten Pnncle ist eine etnschliessende Flüche und hetsst 
Kogel. 

2. Der Ort aller von Jedem unter zwei gegebenen Pnncten 
gleich entfernten Puncte ist eine einschliessende Linie und 
heisst Kreis. 

3. Der Ort aller Puncte, deren jeder von einem unter 
zwei gegebenen Pnncten so entfernt ist, vrie vom andern, 
ist eine nirgends begrenzte Fläche nnd heisst Ebene. 

4. Der Ort aller Puncte, deren Jeder von einem unter 
drei gegebenen Pnncten so entfernt ist wie von Jedem der 
beiden andern , ist ein beiderseits nnb^eazter lineariseber 
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Bamn, ein LäDgenminimain zwischen Jedem Paar seiner Pnncle 
und heisst gerade Linie. 

5. Eine ebeae Linie, deren jeder Punct von einem unter 
iwei gegebenen , mit ihr in derselben Ebene befindlichen 
Puncten so entfernt ist wie vom andern, isl eine gerade Linie. 

6. Die Folge derOnrchschnittspuncle in derselben Ebene 
liegender , stelig wachsender symmetrischer Kreisbinionen 
von unveränderlichen Centren bildet eine gerade Linie. 

7. Der Kreis erscheint als Durchschnitt einer einzelnen 
Kngelbinion; 

die Ebene als Ort der Durchschnitte stetig wachsender 
symmetrischer Kugelbmionen und 

die gerade Linie als Ort der Dnrchschnittspnncle stetig 
wachsender symmetrischer Kngeltemionen von unveriinder- 
lichen Cenlren. 

8. Der Ort aller Pnncte, deren Abstandssummen von zwei 
gegebenen Pnncten einander gleich and grösser als der Ab- 
stand dieser Pnncte , ist eine völlig einschliessende Fläche 
und heissl elliptisches Conoid. 

9. Der Ort aller Pancle, deren Abstandsnnterschiede von 
zwei gegebenen Puncten einander gleich und kleiner als der 
Abstand dieser Funde, ist ein System von zwei völlig ge- 
trennten unbegrenzten Flächen und heisst hyperbolisdies 
Conoid. 

10. Der Ort aller I>uncte, deren Abslandssummen von zwei 
gegebenen Pnncten dem Abstand dieser Pancle selbst gleich, 
ist die von denselben begrenzte gerade Linie. 

11. Der Ort aller Puncte, deren Abstandsunterschiede 
von zwei gegebenen Puncten dem Abstand dieser Puncte 
selbst gleich, besteht in den unendlichen Verlängerungen der 
von denselben begrenzten geraden Linie. 

Die gerade Linie vereinigt mithin die dem elliptischen 
Conoid eigenthumliche Beständigkeit der Abstandssummen 
und die dem hyperbolischen Conoid eigenthumliche Be- 
ständigkeit der Abstandsnnterschiede seiner Puncte von ge- 
gebenen zwei Pnncten in sich. 
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Während aus den gangbaren Erklämngen der geraden 
Linie und der ebenen Flache nicht ein einziger Satz der 
Elementargeometrie gefolgert werden kann und alle ihre 
Lehren seither 

1. auf die nnerwiesene Einheit der zwischen zwei Puncten 
gezogenen kleinsten oder geraden Linie, 

2. auf die nnerwiesene Existenz von Flächen, durch deren 
jedes Pnnctenpaar sich eine mit allen Puncten in die 
Fläche Tallende gerade Linie legen \&ssl, 

3. auf einen unerwiesenen Satz über Wiiikelsamme und 
Unterschied, endlich 

4. aof das Beweis erfordernde elfte Euklidische Axiom 
oder statt dessen einen andern unerwiesenen Satz 

als letzten Grund basirt worden sind, finden diese Sätze sich 
hier mit sämmtlichen oben aufgezählten , aber nirgends ge- 
bräachlichen Begriffen der geraden Linie und der ebenen 
Fläche in logischer Verkettung mit dem einfachsten aller nur 
denkbaren Begriffe räumhcher Grössen, dem der Elementar- 
geometrie entlehnten Begriff der Kugel dargestellt. 

Während der unübertrefflichen Einfachheit des sinnlicbea 
Eindrucks wegen die gerade Linie nnd die ebene Fliehe als 
unauflösbar, logisch unerklarbar betrachtet zu werden pflegen, 
finden beide ihren Ursprung in der Kugel , ihre Erklärung 
durch die Kugel. 

Die Kugel erscheint mithin als Grundpfeiler des geo- 
metrischen Lehrgebäudes, der Kugelbegriff als Urquell der 
geometrischen Lehren. 
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Bericbtigoagn. 

1. An die Stelle der ersten drei Zeilen des y 46 isUu setzen: „Die 
Ebene hat in jedem Punet eine Richllinie." 

2. In den $$. 50 and 32 sind in sich zurückkehrende kn^eüsche 
Linien zu verstehen, ebenso in $. 53, in dessen letzter Zeile über- 
dies anstatt Linie „hngelUche Linie" zu lesen ist. 

3. Seite 58, Zeile 17 ist die über den Fusspunct des Senkels sich 
erstreckende Verlängernng nnd Zeile 18 der Abstand vom Fass- 
pnncl zu vemehen. 

4: In S- 104, Zeile 3 ist anstatt „Vierecks" zu lesen „ebenen Vierecks." 
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